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1. Einfiihrung

1.1. Einige Grundaufgaben der numerischen

Mathematik

Losung linearer und nichtlinearer Gleichungssystem
Approximation von Funktionen durch einfache Funktionen, z. B. Polynome
Numerische Integration und Differentiation

Numerische Losung von Integral- und Differenzialrechnung

Fiir jede dieser Grundaufgaben sind unter anderem folgende Punkte zu untersuchen:

1.

Entwicklung von Algorithmen zur Losung der Grundaufgabe:
Dabei ist besonders darauf zu achten, dass diese Algorithmen effizient auf Rechnern
implementiert werden kénnen und stabil sind.

. Mathematische Analyse des Algorithmus:

Es muss gezeigt werden, dass das Verfahren die Grundaufgabe 16st und unter welchen
Voraussetzungen.

. Fehlerkontrolle: Meistens konnen Grundaufgaben nicht exakt gelost werden, z. B.

das Integral einer allgemeinen Funktion.
Gesucht wird ein Algorithmus, der einen kontrollierbaren Fehler liefert.
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2. Nichtlineare Gleichungen

2.1. Einfiihrung

Beispiel (Lungengasaustausch):
Die Lunge hat ca. 3 - 10® Alveolen in denen der Austausch von Kohlendioxid und Sauerstoff
stattfindet.

Notation:
= Konzentration des Blutsauerstoffs
partieller Sauerstoffdruck
venos
arteriell
input
exit
in Alveole
Alveolenluftzufluss
Loslichkeit Blutsauerstoff
Boltzmannkonstante
= absolute Temperatur

Ci, Pi \ /v Cey Pe
A

S,

Cvy Py —> Q — Cay Pa

Do < 2 S o
I

o
I

N =0
I

Wir machen folgende Annahmen:

1. Vye + ch = Vace + Qca
(Gasmoleinfluss pro Zeiteinheit = Gasmolaustritt pro Zeiteinheit)

2. ¢, = cy (ausgeatmete Luft ist Teil der Luft aus den Alveolen)
3. pa = kTca (Sauerstoff verhélt sich wie ein ideales Gas)
4. po = H(c,) (partieller Druck ist Funktion der Gaskonzentration)

5. Pa =Dpa
b > Va(ei — ca) = Q(cq — ¢,). Wir definieren v = %“. Jetzt kann man die ca. 3-10®

Alveolen in Kammern mit je gleichem v zusammenfassen und einheitlich skalieren: mol1~*
statt Molekiil 7! wobei 1 mol = 6.02 - 10?3 Molekiilen.

Boltzmannkonstante einsetzen: R = 6.02 - 10?3 k. Wir stellen uns die Alveolen durchnum-
meriert vor: ¢ = 1,...,n und beachten, dass ¢, fir alle Alveolen gleich ist.

C

1
Aus experimentellen Daten ergibt sich fir H(c) = pa (CLC) *. Seien p, = 25 mmHg, der
partielle Druck bei dem Hamoglobin halb geséattigt ist, und ¢, bekannt, so ergibt sich fiir
die Berechnungen von (c¢,); in einem einzelnen Lungenblaschen folgende Gleichung

@[(ca)i, Co, 7"1-] =0
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Nichtlineare Gleichungen

mit r; = % und ®(c,, ¢y, 1) = o —Cp + 7 (H]gﬁ‘) — ci>. Fir ein gegebenes ¢, muss also

fiir alle Alveolen ein nichtlineare Gleichung der Form

%—ew+TGM<GH%f&h—%O§_Q>:

berechnet werden.

2.2. Grundaufgabe

Gegeben seien n € N, y € R" und F': G C R" — R". Gesucht ist ein z* € GG, so dass
F(z*) =y
Dieses Problem léasst sich auf verschiedene Arten umformulieren:

1. Man betrachte die Funktion

f:GCR" 5 R"
v (o) i= Fla) — y

Dann gilt: Das Problem hat eine Losung z* < f(z*) = 0.
Die Losung der Grundaufgabe lasst sich als Nullstellensuche formulieren.

2. Man betrachte die Funktion

g: G CR" — R"
zg(x):=flx)+ax=Flx)—y+=x

Dann gilt: 2* 16st das Problem <= g(z*) = z™.
Allgemein heifit x ein Fixpunkt von g, wenn g(z) = x.
Die Losung der Grundaufgabe lasst sich auch als Fixpunktsuche formulieren.

Bemerkung 2.2.1:
Offenbar sind die Formulierungen équivalent. Es kann aber vom jeweiligen Problem,
d.h. von F' abhiangen, welche Formulierung sich am besten 16sen lasst.

Bemerkung 2.2.2:

Analytische Losungen sind nur selten moglich bzw. sinnvoll. Aus der Algebra (Galois-
theorie) ist bekannt, dass Polynome im Allgemeinen nur bis zum vierten Grad analy-
tisch aufzulosen sind.

Gleichungen hoheren Grades miissen im Allgemeinen numerisch gelost werden.

2.3. Existenz von Losungen

Die Untersuchung nichtlinearer Gleichungen ist ein wichtiges Teilgebiet der nichtlinearen
Analysis. Wichtigstes Hilfsmittel sind hier Fixpunktsétze.
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Nichtlineare Gleichungen

Satz 2.3.1 (Fixpunktsatz von Brouwer):

Sein € N und ) # G C R™ sein konvex und kompakt. Weiterhin sei g: G — G stetig.
Dann besitzt g in G mindestens einen Fixpunkt.

Erweiterung: G ist konver < a, b€ G =z =ta+ (1 —t)be G Vte€|0,1].

Beweis:
Siehe [1].

Beispiel 2.3.1:

Sei f(z) = 2sin(x) — x. Gesucht ist die Nullstelle in [0, 7].

g(x) := sin(x) ist stetig in [0, 7] =: G, G konvex, G kompakt. Es ist g(G) C G. Nach dem
Fixpunktsatz von Brouwer existiert mindestens ein Fixpunkt von g in GG. Offensichtlich ist
x = 0 ein solcher.

Gibt es noch weitere Nullstellen von f?

1. Zeichnerisch zwischen g und 7

2. Fixpunktsatz von Brouwer: G = [g, 7T}
3. Zwischenwertsatz

2. und 3. liefern nur die Existenz, es bleibt die Frage nach der Lage der Nullstelle.

2.4. Einfache Iterationsverfahren in R

Definition 2.4.1 (Iterationsfolge):
(")) gen mit *) € R™ heiit Iterationsfolge fiir cine Lésung x* des Problems aus
Abschnitt 2.2, wenn gilt:

1. limy_o ™ = 2*

2. ) ist berechenbar fiir alle k € N
Wir betrachten nun einige einfache Verfahren fiir nichtlineare Gleichungen in einer
Unbekannten.

Dazu sei
fila,)) CR—=R

eine stetige Funktion mit | f(a) - f(b) < 0| Dann hat f nach dem Zwischenwertsatz
mindestens eine Nullstelle in (a, b).

2.4.1. Intervallhalbierung (Bisektion)
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Nichtlineare Gleichungen

Algorithmus 2.4.1 Intervallhalbierung

Initialisierung:
L0 @ f(a) >0
b b, sonst

B {a, fla) <0

b, sonst

Iteration (k > 0):
z® + zF)

1: k) = B > Mittelpunkt
ey _ [T 1) 20

b ml(f), sonst
e [ Fa) <0

" x®) sonst

Fiir die Iterierten :L'Z(,’“), ) mit k > 0 gelten folgende Eigenschaften:
Loz — 2 =27%(b — a)
k+1) o.(k+1 k) .k
2. [afHD, af D) C [, 2]
3. fla) <0 A f(zl)) >0

Dies kann fiir einen konstruktiven Beweis des Zwischenwertsatzes verwendet werden, siehe
z.B. [2].

Relativer und absoluter Fehler

Sei x* die exakte Losung.

Als absoluten Fehler bezeichnet man |2 — 2*| = e, Ist 2* ~ 1, so liefert e, bei
e = 1072 drei genaue Dezimalstellen. Im Fall von 2* = 10~* erhélt man iiberhaupt keine
genaue Dezimalstelle. Daher ist es sinnvoll den relativen Fehler zu betrachten:

|2 — 27|

" = €rel € (O, 1)
||

Hat eine numerische Losung z® den relativen Fehler € > 0 mit ¢ < 1 und |eans| < € dann
gilt:
(1—e)lz*] < 2™ < (1 4 ¢)[a”|

z.B:e=10"" =& = 092" < 2] < 1.1]a%.

2.4.2. Fixpunktiteration

Betrachtet man die Fixpunktformulierung unserer Grundaufgabe, so ist ein naheliegender
Ansatz zur Konstruktion eines Iterationsverfahrens

e D) = g(2®)) bei gegebenem ()

Ein solches Verfahren nennt man Fixpunktiteration.
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Nichtlineare Gleichungen

Geometrische Interpretation

Y
z =g(z)
v '...-.._“; --------------- >§
Wann konvergiert ein solches Verfahren?
PR S -
- - T
20 22 z 2D

2.4.3. Newtonverfahren

Das Newtonverfahren ist eine Methode zur Nullstellenbestimmung einer nichtlinearen Funk-
tion f(z). Wir nehmen an, dass f: [a,b] C R — R gentigend glatt. Die Taylorentwicklung
um z( € [a, b] ergibt:

F(@) = FaO) + £ @)@ = 20) + 3 /€D @ - )2

wobei £© zwischen z und 2(© liegt.
Ist 2% nahe bei der Losung z* und f”(¢(®) nicht zu groB, dann ist

f(z) = f(29) + f(@)(@ — )
eine gute Approximation an f(z) in einer Umgebung von x*.
Beispiel:
F(EO)y <2 und |z — 20 <1072
= [f(z) = fx)] <107

Wir benutzen nun f(z) als Ersatz fiir f(z) und lésen f(x) = 0.
Die Losung verwenden wir dann als erste Naherung an z*:

0 f(x(o))
7(O)

7Zu einem gegebenen Startwert 2(*) definiert man dann die Iterierten:

r =20 =

(k)
D) — (k) _ f(@™)

f(a®)
Geometrische Interpretation
Y
/ >
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Nichtlineare Gleichungen

2.4.4. Sekantenverfahren

Im Newtonverfahren muss die Ableitung f’(z) berechnet werden. Manchmal ist es wiin-
schenswert, auch diese zu approximieren. Aus der Definition des Differenzenquotienten
ergibt sich folgende Néherung:

flz+0) = f(x)

f'w) = (x+0)—=x

fiir gentigend kleines ¢

Dies kann man benutzen, um f'(z*)) zu berechnen:

, f (k) — f (k1)
f (f’f(k)) ~ (xx(kz _x((:jl) )

Einsetzen in das Newtonverfahren ergibt
l'(k) — x(k_l)
)~ 7o)

Hierzu werden zwei Startwerte benotigt. Das Sekantenverfahren wird auch als Regula
Falsi bezeichnet.

2D — g0 p (0

2.5. Fixpunktiteration im R"

Definition 2.5.1 (Kontrahierend):
g: G C R™ — R" heiit kontrahierend in G beziiglich der Norm || - || im R", wenn es
eine Konstante 0 < q < 1 gibt, so dass

lg(z) —gW)ll < qllz —yl| Vr,yeG (2.1)

Die Konstante q heifit Lipschitzkonstante von g in G und eine Funktion, die (2.1)
erfiillt, heiB3t Lipschitzstetig; dabei muss nicht ¢ < 1 gelten.

Unter gewissen Voraussetzungen lasst sich einfacher als mit der Definition entscheiden, ob
eine Funktion kontrahierend ist.

Satz 2.5.1: -
Sei G C R™ konvexr und g = (gl e gn) : G — R stetig differenzierbar. Weiterhin
set

q :=sup || Dy(z)]| < 1
zeG

wobei D, (z) die Jacobimatriz sei, d. h.

991 ... O¢
oz Oxn
Dg(x): : e :
9gn . Ogn
o1 OTn

Dann ist g in G kontrahierend beziiglich der Norm || - ||.
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Nichtlineare Gleichungen

Beweis:
Wir definieren f: [0,1] — R"” mit f(¢) = g(t x4+ (1—1t)- y) und z,y € G. Mit der
Kettenregel folgt

Dy(t) = Dy(t-z+(1—t) - y)(z —y)

Seien z,y € G, betrachte ||g(x) — g(y)|| = [[f(1) — FO)]

[ Dty e = sup D500

te(0,1]

= sup [Dy(t-2+(1—1)-y)(x—y)]
t€[0,1] pe

= sup| Dy(2) - (z — ¢
zeG

= sup||Dy(2)| -[|lz — y|
zeG

N—————
=q<1
=q-[lz—yll

= Behauptung.

Satz 2.5.2 (Banachscher Fixpunktsatz):
Sei G C R™ abgeschlossen und g: G — G kontrahierend. Dann hat g in G genau einen
Fizpunkt x*. Fiir jeden Startwert 9 € G konvergiert das Iterationsverfahren

D = g(£®)

gegen den Fizpunkt x*.
Dieses Verfahren bezeichnet man als Fixpunktiteration. Weiterhin gilt die Fehler-
abschatzung:

l2® — || <

e~ 2
wobei q die Lipschitzkonstante von g in G ist.

Beweis:

1. Existenz eines Fixpunktes x*:
Da ¢(G) € G und 2V = g(z®) gilt: 20 € G = 2® € G.
Weiterhin gilt auch
lz®D — 2@ = |lg(z®) — g«
< qfla® —2*7|
< ¢flz" =2
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Nichtlineare Gleichungen

Sei nun i, 5 € N mit ¢ > j, dann folgt:

i—1
ch(i) — -73(j)’| — Z 2k (k)
k=j
i—1
D Rl
k=j
i—1
< a2 =2
k=j
Geometrische ﬂqgnx(l) _ x(O)H
Reihe 1—gq
J
< Tl 2O
l—q
,]—00

= ||lz® — 20| 2225 0, somit ist (2(7))ren eine Cauchyfolge im R”. Da R™ voll-
stdndig, existiert ein z* € R™ mit 2* = limy,_,, ¥ beziiglich || - ||.
Aus der Abgeschlossenheit von G und 2z € G Vk € N folgt € G. Da g stetig ist
gilt
o e (k) T (k=1)y _ (%
ot = Jim o) = lim (oY) = g(o")

Somit ist * Fixpunkt von g.

2. Eindeutigkeit des Fixpunktes x*:
Angenommen es existiere ein weiterer Fixpunkt & # z* von ¢ in G.

= 0 <[z =27 = llg(z) = g(=7)|

il

<qllz -

=1<g<1 ¢

3. Fehlerabschéatzung:
Nach 1) gilt fir i > jund j =k

k
[ = @] < T [le® 2]
-4

Betrachtet man ¢ — oo so folgt

k
ot — 2@ < =l - 2]
—dq

Beispiel 2.5.1:

f(z) =cot(x) —z, x € {%, 2{} =G

Ziel: f(x) auf Nullstellen untersuchen.

Naheliegende Fixpunktformulierung: g(z) = = mit g(x) = cot(x)
Wir untersuchen zunéchst, ob wir Satz 2.5.1 anwenden koénnen:

g'(x) =

e Sosupld(z)| > 1
sin?(x) ilelgm (@] =

= Satz 2.5.1 lasst sich hier nicht anwenden. Es gilt auch ¢(G) ¢ G.
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Nichtlineare Gleichungen

Moglicher nachster Schritt:
1. Ein anderes Intervall G wéhlen, so dass g(G) C G
2. Kontraktionseigenschaft mit der Definition 2.5.1 nachweisen (falls moglich)

Alternativ schauen wir uns eine dquivalente Fixpunktformulierung an:

x = cot(z) & arccot(x) = x
(z)
=:g(x

= ¢ (v) = —H% = sup,cqld(z)] <1
Satzgsd g(x) = arccot(x) ist kontrahierend auf G. Es gilt auch G C G.

5212252 Das Fixpunktverfahren 2(+1) = arccot(z®)) mit #(® € G konvergiert gegen einen

Fixpunkt z* € G, welcher eindeutig ist.

|¢'(z)| ist streng monoton fallend auf [%, %ﬂ}
36

Def.
= ¢ = suUp,cqld(z)] = o 0.7848

Algorithmus 2.5.1 Fixpunktiteration

function [fiz] = fixpunkt(z,¢)
iter =0
gz = g(x)
— lgz—a| |z —z(0)]
err_rel = ¥ SO

while err _rel > ¢ do

T =gz

gz = g(z)

wter = iter + 1

err_rel = Iga‘“:'x'

forint f Citer=%3i, relativer Fehler=%6.4f\n’, iter, err_rel)
: end while

12: fix = gx

— =
— O

Im Anhang befindet sich eine MATLAB-Implementierung

Satz 2.5.3 (Lokaler Konvergenzsatz):

Die Funktion g: R™ — R"™ besitze einen Fizpunkt x* und es gebe eine Umgebung von
x* in der g kontrahierend ist.

Dann existiert eine Umgebung U(z*) von x*, so dass die Fizpunktiteration

2R+ — g(m(k))

fiir jedes ©) € U(x*) gegen x* konvergiert.
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function [fix] = Newton1D(x0,epsilon)

iter = 0; % Initialisiert einen Zähler für die Iterationen

x = x0; % Setzt x auf den Startwert x0

gx = g(x); % Berechnet x_1 aus x_0 und speichert ihn in gx

err_abs = abs(x-gx); % Berechnet den absoluten Fehler

while err_abs >= epsilon % Iteriert die Punkte, bis der Fehler klein genug ist

 iter = iter +1;

 x = gx;

 gx = x-g(x)/g1(x); % Hier wird das Newtonverfahren angewendet

 err_abs = abs(x-gx); % Hier wird der neue Fehler ermittelt

end

% Gibt die Anzahl der benötigten Iterationen, Funktionswerte und den Fehler aus

fprintf('Iterationen = %3i\nx-Wert = %10.9f\ng(x) = %10.9f\nAbsoluter Fehler = %10.9f\n',iter,x,gx,err_abs);

fix = gx;

end



% Beschreibt die zu untersuchende Funktion

function [y] = g(x)

y = 0.15*x^2-0.25;

end

% Beschreibt die Ableitung der zu untersuchenden Funktion

function [y] = g1(x)

y = 0.3*x;

end


Nichtlineare Gleichungen

Beweis:
Sei € > 0 so gewahlt, dass g kontrahierend ist auf der Kugel

G:={zeR": ||z —z"| <¢e}
Sei q die zugehorige Lipschitzkonstante. Dann gilt fir = € G-

lg(x) = ™| = llg(x) — g(=)]

< q- [l —a]
<q-¢€
< €
g<l1
=g(x)eqG
=g(G) C G
G ist abgeschlossen und g ist kontrahierend auf G.
SaLE52 Behauptung.

Banachscher Fixpunktsatz

Definition 2.5.2 (Konvergenzordnung):
Friir ein Iterationsverfahren

x(k-l—l) _ g($(k)), k>0
mit dem Startwert z(©) gelte die Abschéitzung
lz) — 2| <¢f|la® —2*|?, k>0

mit einer Konstanten 0 < ¢ < oo und zuséatzlich ¢ < 1 falls p = 1. Dann heifit das
Verfahren von mindestens p-ter Konvergenzordnung.

Satz 2.5.4:
Sei G C R™ offen, g: G — R", 29 € G und (2™)en sei definiert durch

k+1) (k))

2+ = g(z

Es gebe einen Fizpunkt x* € G und eine Umgebung V' C G von x* mit Konstanten
c>0 und p > 1 und zusdtzlich ¢ < 1, falls p =1, so dass Vx € V gilt

lg(z) — g(@)| < eflz — «*||”

Dann konvergiert die durch g definierte Fizpunktiteration (x®))iey in einer Umgebung
U von x* gegen x* und zwar fiir jeden Startwert 9 € U. Dann ist das Verfahren von
mindestens p-ter Konvergenzordnung.

11/188



Nichtlineare Gleichungen

Beweis:
Wir definieren U wie folgt:

U=U(z") = B.(2*) ={z e R": ||lz — 2" < &}
Nun wihlen wir € > 0 so klein, dass ¢- P! =: L < 1. Sei 2®¥ € U, dann gilt:

J2® ) — 2| = [lg(«™) — g(«")||
<c[lz® — 21|
<c-gf

<e€

= gD e U
Somit gilt: 2@ € U = 2 € U Vk € N. Hieraus ergibt sich sofort

[ R e

<c-eP | lz® — )|
——
=L
= L[|z — o*|

Die Konvergenzordnung ergibt sich aus

lz® ) — 2% = [lg(z®) — g(a")]

< o™ =P

2.6. Newtonverfahren im R"

In diesem Abschnitt betrachten wir das Newtonverfahren zur Nullstellensuche einer nichtli-
nearen Funktion f: G C R™ — R"™. x* sei eine Nullstelle von f. Unter der Annahme, dass
f stetig differenzierbar ist, ergibt die Taylorreihenentwicklung [siche 3, Abschnitt 7]

£(a) = F@) 4+ Dy ) — 20) + Ol 2

fiir alle z in einer Umgebung von z(®). Hierbei steht O(”iUH) fiir eine Funktion ¢(t) mit
?(0) = 0 und lims o elllel) _ o
2#£0

llzl

Setzen wir z = 2* und nehmen an, dass 2(®) nahe genug an der Nullstelle liegt, so erhalten
wir die Ndherung

D)@ = 20) ~ f(2) = f()
= /(=)

Wie im Skalaren Fall wihlt man nun als nichste Naherung () an z* die Losung des
linearen Gleichungssystems

D)@ = a®) = — ()

wobei Df(z(9) regulir sein muss.
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Nichtlineare Gleichungen

Dies motiviert die Iterationsvorschrift fiir das Newtonverfahren

—1
240 = 2 (Dy(a®))

f@®), k>0

mit einem Startwert z(%).
Im Allgemeinen wird in der Numerik eine Matrix nicht invertiert, sondern ein lineares
Gleichungssystem gelost.

Algorithmus 2.6.1 Newtonverfahren

Gegeben: Startvektor (¥ € R”

1: Dp(z®)Ax®) = — f(x®)

Im Anhang befindet sich eine MATLAB-Implementierung

Beispiel 2.6.1:

f: R* = R?

(z,y) = 23 — 3xy?
W P+ 3%y 1

Bild der Iterationen die bei der
Funktion f in jedem Startpunkt, auf
dem Intervall [—3, 3] x [—3, 3] und einer
jeweiligen Schrittweite von 0.005,
benotigt werden um zum Fixpunkt zu
gelangen. Je heller der Punkt, umso
weniger Iterationen wurden benotigt.

Zu jedem Iterationsschritt ist also ein lineares Gleichungssystem mit der jeweiligen Jacobi-
matrix zu 16sen. Az®*) bezeichnet man als Newtonkorrektur.

Definition 2.6.1 (Aquivalenz der Norm):
Zwei Normen || - || und || - ||| eines normierten Vektorraums V' heifen dquivalent, wenn
es zwei Konstanten cy, co > 0 gibt mit

alle] <lllell < collzl] Ve eV

Lemma 2.6.1:
In endlich normierten Vektorrdumen sind alle Normen dquivalent.

Beweis:
In vielen Lehrbiichern der Analysis und Numerik.

]
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function [fx, nits] = Newton2D(x0,epsilon)

nits = 0; % Iterationen initialisieren

x = x0; % x-Wert setzen

fx = f(x(1,1),x(2,1)); % f(x)-Wert berechnen

Jacobi = Jf(x(1,1),x(2,1)); % Jacobimatrix berechnen

% Inverse der Jacobimatrix berechnen

Jinv = 1/det(Jacobi) * [Jacobi(2,2),-Jacobi(1,2);-Jacobi(2,1),Jacobi(1,1)];

% Gaußkorrektur ermitteln

deltax = Jinv * -fx;

% Fehler: Norm von deltax

err = norm(deltax,2);

while err > epsilon

 % Iteration erhöhen

 nits = nits + 1;

 % x neu setzen

 x = x + deltax;

 fx = f(x(1,1),x(2,1));

 Jacobi = Jf(x(1,1),x(2,1));

 Jinv = 1/det(Jacobi) * [Jacobi(2,2),-Jacobi(1,2);-Jacobi(2,1),Jacobi(1,1)];

 deltax = Jinv * -fx;

 err = sqrt(deltax(1,1)^2 + deltax(2,1)^2);

end

end



function v = f(a,b)

v = [a^3-3*a*b^2-1; (3*a^2-b^2)*b];

end

function m = Jf(a,b)

m = [3*a^2-3*b^2,6*a*b; -6*b*a,(3*a^2-3*b^2)];

end


Nichtlineare Gleichungen

Satz 2.6.1:

Die Funktion f: R™ — R" habe die Nullstelle x* und sei in einer Umgebung von x*
stetig differenzierbar. Die Jacobimatriz Dy(x*) sei invertierbar. Dann gibt es eine
Umgebung von z*, in der das Newtonverfahren fir alle Startvektoren (0 gegen z*
konvergiert.

Ist die Funktion zusdtzlich zweimal stetig differenzierbar in einer Umgebung von x*,
so existiert eine Umgebung, in der das Verfahren fiir alle x©) aus dieser Umgebung
quadratisch konvergiert.

Beweis:

1. Zunachst beweisen wir die Konvergenz.
Mit der Funktion

g(@) =2 — (Dy(x)) " (o)

lasst sich das Newtonverfahren als Fixpunktiteration interpretieren.
Wir zeigen: D,(z*) = 0. Dazu betrachten wir die Eintrége der Jacobimatrix D,. Es

sei Az) := (Dy(a)) ' = (ai5(@)), .
z1— X ai() - fi(z)

Ty — S0 () - Fil2)
O9uz) _ UREDY <8al7i(x)f¢(l’) + aii(z)

8f¢(96)>

8xj ’ i—1 8xj 8mj
fey=0 Ogi(z*) o~ L Ofi(at)
= axj = 510 ; CLm(.T ) al‘j =0

-1
da A(z) = (Df(:v)> . Nach Voraussetzung ist D,(z) stetig. Also existiert eine
Umgebung V' von z* in der gilt:

DN | —

sup|| Dg(z)]| <
zeV

Somit ist g nach Satz 2.5.1 beziiglich || - || kontrahierend. Aus Satz 2.5.3 folgt die
Existenz einer Umgebung U, so dass V() € U das Newtonverfahren konvergiert.

2. Zum Nachweis der quadratischen Konvergenz geniigt es nach Satz 2.5.4 zu zeigen,
dass es eine Umgebung V' von z* gibt, mit

lg(2) — g(@*)l| < ellx —a*|* Ve eV

wobei 0 < ¢ < oo eine Konstante ist.
Aus g(z*) = 2* folgt:

g(x) = g(a*) =z — (Ds(x)) " f(x) —a*
= (z—a*) — (Dy(2)) " f()

Aus der Taylorformel zweiter Ordnung ([1, Satz 168.4]) folgt, in einer geniigend
kleinen, konvexen Umgebung W von z*, dass

0= f(z") = f(z) + Dy(2)(@" = x) +r(z, 2" — )
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Nichtlineare Gleichungen

wobei die Komponenten des Restgliedes

=0 = 3 ([0 nat) -

jim1 \/0 0,01,

sind. Hierbei ist h := 2* — x und h = (hg)g=1, . f ist zweimal stetig in einer
Umgebung von x* woraus folgt, dass die partiellen Ableitungen von f in W beschrénkt
sind. Fiir das Restglied gilt die Abschéatzung ([1, Satz 168.5])

*

a2t =) <l — 2l

,,,,, %(w)‘. Unter der Voraussetzung, dass alle
Normen auf R™ dquivalent sind (Lemma 2.6.1), folgt Vo € W

Ng(x) = g2l

(@

lg(x) = g(z")|| <

== o = (D(@)) (@)
M
<ée— -t =z
2
M
<c¢-é- 5 Hx*—xHQ

=c-[|lz* —z|)”

Satz 2.6.2:

Sei A € R eine reguldre Matriz. Die Multiplikation von f(x) mit A ist eine Trans-
formation, die man auch als (offene) Skalierung bezeichnet.

Das Newtonverfahren ist invariant unter solchen affinen Abbildungen, d. h. die Itera-
tionen x'®) unterscheiden sich nicht bei der Nullstellenberechnung von f(z) und Af(x).
Man sagt auch, dass Newtonverfahren sei affin invariant.

Beweis:
Sei g(x) := Af(x) und Dy(x) = A- Dys(z).
Also ergibt sich fiir die Newtoniteration xé’“) beziiglich g(z):

xék—i—l) _ xék) _ (Dg(xg’“)))ilg(xék))
(

9 — (ADp(a®)) " Af ()

Ist nun der Startwert a:}o) = xgo), so gilt offensichtlich auch :v;k) = x(g’“), k > 1, wobei xgck
die k-te Newtoniterierte beztiglich f(x) ist.

]
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Nichtlineare Gleichungen

Abbruchkriterien fiir das Newtonverfahren

Losung von f(x) = 0 <= Minimierung des Residuums f(z®)

Man kénnte erwarten, dass (2(®))en eine monoton fallende Folge bildet, d. h.
3L = konstant, 0 < L < 1, so dass || f(z*D)| < L- | f(=®™)| k=0,1,2,...

Dieses Kriterium heif3t Monotonietest. Es ist leider nicht affin invariant.

IF @3 = (@), fe™D))  (wobei (z,) = yTx)
1Af (@M1 = (Af(2™), Af(@*Y))

Es bietet sich ein alternativer Monotonietest an:
-1

S B

Dieser Test heifit natiirlicher Monotonietest. Er ist offensichtlich affin invariant.

Da wir die rechte Seite Az¥) = (Df(x(k))) f(z®) bereits kennen (Newtonkorrektur),
miissen wir nur fiir die linke Seite das zusétzliche Gleichungssystem

Dy(z™) Agkt+D) = — f (2D 16sen.

Im Kapitel iiber lineare Gleichungssysteme werden wir sehen, dass man dies mit O(n?)
zusatzlichem Aufwand berechnen kann. Der natiirliche Monotonietest lautet dann:

| < L- A

DEUFLHARD [siehe 4] schligt fiir einen weiten Anwendungsbereich L = 0.5 vor.

Man bricht also ab, sobald
1Az < e

wobei € > 0 eine vorgegebene Genauigkeit sei. Gilt wahrend der Iteration einmal

1AzED ] > L - AV

0)

so ist die Iteration abzubrechen und mit einem neuen Startvektor z(?) zu wiederholen.

Unsere bisherigen Konvergenzkriterien ergeben nun gute Konvergenz, wenn die Startvek-
toren in der Nahe der Losung x* liegen. Dies ist ohne Kenntnis von z* meistens nicht
einfach zu erreichen. Wir betrachten daher jetzt eine Strategie mit der sich die globalen
Konvergenzeigenschaften manchmal verbessern lassen:

2D () A B

Die Idee ist es, eine Dampfung der Newtonkorrektur zu verwenden. Dazu wahlen wir fir
jedes k € N einen Dampfungsparameter A, € (0, 1] und definieren die Newtoniterierte im
k-ten Schritt als z*++1) = 2 4 X\, Az,

Zur Auswahl der Dampfungsparameter kann man wieder den nattirlichen Monotonietest
verwenden und zwar mit L :=1 — ’\Q—k, d. h.

—_— A
AT < (1 5 144
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Nichtlineare Gleichungen

wobei Azt ()\,) = —(Df(x(k)))ilf<x(k) + A Az )

| —
2(k+1)
Die Dampfungsparameter A\, wahlt man aus einer vorgegebenen Folge 1, %, %, .oy Amin und

bricht die Iteration ab, falls man A\ < A, benotigt. Hat man im k-ten Schritt ein Ay
gefunden, so versucht man es im (k + 1)-ten Schritt mit Ay = min(1, 2Xz).
Theoretische Untersuchungen zu guten Dampfungsstrategien finden sich im Buch von
DEUFLHARD [4].
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3. Klassische Iterationsverfahren fiir
lineare GGleichungssysteme

3.1. Einfiihrung: Stromnetze und Graphen

S

Ys

n Y2

Ty

Ya Ye

T\ Y3 T,

X1, T9, T3, x4 seien Haushalte oder Verteiler. In den Haushalten kann Strom entnommen
werden (Senken) und in den Verteilern kann Strom eingespeist werden (Quellen) oder er
wird nur weitergeleitet bzw. verteilt.

Die Knoten x; bezeichnen wir auch als Potenziale, die Leitungen zwischen den Haushalten
und Verteilern mit y; (Kanten) und die Differenzen der Potenziale entlang der Kanten
werden als Potenzialdifferenzen (Spannungen) §; bezeichnet. Strom fliefit von héherem
zu niedrigerem Potenzial. Dies kann durch eine lineare Beziehung Axr = 3 dargestellt

werden mit z = (xl To X3 x4>T und ¢ = (gjl Yo - §6>T.

Dabei bekommt A den Eintrag 1 oder —1, wenn zwischen zwei Knoten eine Verbindung
durch eine Kante besteht, das Vorzeichen bestimmt sich durch die Richtung des Stroms.

-1 1 0 0 U
-1 0 1 0 T U2
. 1 —1 0 i) . @3 o
A= 1 0 1w T e T
-1 0 0 1 T4 U5
0 0 —1 1 i

Die Stromleitungen haben in der Regel verschiedene Widerstande, aus denen sich die
Leitfahigkeit ¢ durch Kehrwertbildung ergibt, d. h.

1
€= Widerstand

Es seien ¢;, i = 1,...,6 die Leitfahigkeiten der verschiedenen Kanten y;, 1 =1,...,6.
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Klassische Iterationsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme

Strom in einer Kante = Leitfahigkeit - Potenzialdifferenz < y; = ¢;-49;, ¢=1,...,6

-
mit y = (yl e y6> bezeichnen wir auch den Strom im Stromnetz. Das Ohmsche
Gesetz lasst sich durch folgenden linearen Zusammenhang beschreiben:

y=CAzx
mit einer positiv definiten Diagonalmatrix C' = diag(c;).

Kirchhoffsche Knotenregel:
Der Fluss in einen Knoten hinein ist gleich dem Fluss aus diesem Knoten heraus.

- —Ys —Y2 = f1 |m
Y1 Fys Fys = —f3| 22
=
Yo —Ys —Ys = [fo |3
Yy +ys +yse = 0 |14

T
Nachrechnen ergibt hieraus ATy = f mit f = ( i —f fo 0) . Durch einsetzen ergibt
sich

ATCAx = f

Ohne Einschrénkung: C' = I (Widerstand gleich in allen Knoten)

3 -1 -1 [-1

-1 -1 3 -1
-1 -1 -1 3

= AT A ist nicht invertierbar.

Dies liegt daran, dass man zu den Potenzialen jeweils dieselbe Konstante ¢ addieren kann,
ohne die Potenzialdifferenzen zu verédndern.

,Ein Knoten muss geerdet werden®.

Wir setzen dazu x4 = 0 und streichen die letzte Zeile und Spalte der Matrix AT A.

3 -1 -1\ [(x fi
=[-1 3 —=1||z|=]|—-fs
-1 -1 3 Zs3 fQ

o (hrh-b

o= |m|l=|2+L_5

hn %_%
Y ~h -
W L |
Ya f—l—%—%
AN
w \-b-bed
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Klassische Iterationsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme

3.2. Gaufl-Seidel-, Jacobi- und SOR-Verfahren

Betrachte das lineare Gleichungssystem Az = b, A € R™" z,b € R", A invertierbar.
Gesucht: x.
Additive Zerlegung von A: A= D + L+ R, D invertierbar.

ag; 0 - 0 0 -« v 0 0 aip -+ ain
D— 0 I — | %21 R—
0 R : : L Qe
0 0 apn n,1 Apn-1 0O 0 0

Jacobi-Verfahren (Einzelschrittverfahren)

D™V 4 La® + Re® =b, k>0
mit gegebenem Startwert z© ¢ R".
Komponentenweise geschrieben ergibt sich hier:

k
L) _ b — 3z iy
i i ’

fire=1,...,n

Gauf3-Seidel-Verfahren (Gesamtschrittverfahren)

(D + L)z* ) + Re® =p k>0
mit gegebenem Startwert z(®) € R”.
Komponentenweise geschrieben ergibt sich hier:

i—1 (k+1) n (k)
k+1 bi — 22527 ai = Xjmit1 Wi jT; L
:Ef ) = 1 ! J= I firi=1,...,n
Qg4

SOR-Verfahren (Successive-Overrelaxation)

Mit Hilfe des GauB-Seidel-Zwischenwerts

i—1 (k+1) n (k)
FktD) (bz‘ — 2.j=1%i;T; — 2j=it1 BTy
; =

Q5

(k+1)

7

erhilt man als Verallgemeinerung des Gauf-Seidel-Verfahrens, den nachsten Wert x
als Linearkombination

xikﬂ) =(1- w)xz(k) +w- .%Ekﬂ), firi=1,...,n
wobei w € R. Fiir das Gaufl-Seidel-Verfahren gilt w = 1.
w heifit hier Relaxationsparameter und fithrt uns auf das sogenannte
Successive-Overrelaxation-Verfahren (SOR-Verfahren). Ist der Relaxationsparameter klei-

ner eins spricht man von Unterrelaxation, ist er gréfer als eins von Uberrelaxation. Beim
SOR-Verfahren gilt demnach w > 1.
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Klassische Iterationsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme

Alle Verfahren lassen sich in folgender Form darstellen:
2 D) = Bx® 4+ ¢ mit 2 e R

Jacobi-Verfahren: B=—-D"'(L+ R), C=D""
GauB3-Seidel-Verfahren: B=—(D+ L)"'R, C=(D+ L)™'
SOR-Verfahren: B = (D +wL)™! ((1 —w)D — wR), C=w(D+wL)™ b

3.3. Konvergenzaussagen

Definition 3.3.1 (Matrixnorm):
Sei K € {R,C}, || - ||: K* — R eine Norm und A € R™*" eine Matrix. Dann heif3t

[[Az]
]

\L4H-— sup T
die zugeordnete Matrixnorm.

Bemerkung 3.3.1:

|L4$H
IAll = = sup || Ay
rern ol semn || (A=
@70 llyll=1
Beispiel (Maximumsnorm):
Sei x € K" und ||z] = max;—y {|:U1|,,]xn]} = max;—1,_, n{m[} =1.Sei A €
K n A # 0.
n
|Az|[oo = max > a;jx;
i=1,..., n j:l
< uax Z‘awaJ‘
,,,,, n3
n
<
ijngflgglazﬂ
Da z € K" mit ||z|/- = 1 beliebig, folgt:
[A]loo < max E:khﬂ
7777 ] 1
Das Maximum wird fiir einen Index i € {1,...,n} angenommen, es sei i = j. Wir definieren
T
folgenden Vektor y = (y1 . yn) € K" mit
_{@? @k 70
Y =
0, sonst

21/188



Klassische Iterationsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme

Nach Konstruktion gilt [|y||. = 1.

[Aylloc = max
i=1,...,n

n
Z Qi kYK
k=1

n
Z a5 kYk
k=1

n
= lajxl
k=1

>

n
= max, 2 Jas

Also gilt:
Al = masx 3 Ja

=Lown £
Hieraus ergibt sich der Name maximale Zeilensummennorm. Fiir A = 0 gilt dies trivialer-
weise.

Korollar 3.3.0.a:
Die zugeordnete Matriznorm || - || hat folgende Eigenschaften:

1. || - || ist eine Norm auf dem Vektorraum der Matrizen
2. Sei A ein Eigenwert der Matriz A, dann gilt || A|| > ||
3. Fir beliebige A € K™*" B € K™* gilt |A- B|| < ||A]| - || B]

Beweis:
Ubung.

Definition 3.3.2 (Spektralradius):
Sei A € K"*" eine Matrix und X\;, i = 1,...,n bezeichne die (nicht notwendigerweise

verschiedenen) Eigenwerte von A. Dann heifit

p(4) = max ||

der Spektralradius von A.
Satz 3.3.1:

Fir jede Matriv A € K™™ und jedes € > 0 existiert eine Norm || - |4 auf K", so dass
fur die zugeordnete Matrixnorm gilt:

[Allae < p(A) + ¢

Beweis:
1 0 0
0 ¢ . :
Sei D =|[: .. g2 . ¢ € R™ ", Fur eine beliebige Matrix B € K™*" ergibt
SO
0 0 et
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Klassische Iterationsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme

BD, dass die k-te Spalte von B mit ¥~ multipliziert wird. Entsprechend wird bei D~'B
die k-te Zeile mit ¢'~* multipliziert. Sei nun J = T~'AT die Jordansche Normalform von

M g 0 -0
0 e e
Amit J=1: .. .. .. o |, wobei \; Eigenwert von A und pu; € {0,1}. Dann
Mn—1
0 0 M\
gilt:
)\1 Sy V51 0 0
0o .
C=D'JD=|: 0
En—1
0 0 An
Wir definieren ||z]/4. := H(TD)_leOO
_ o N M|
Mlae = 28 Tapy
. (D) ATDy|
 (TD)yexn ‘(TD)—lTDyHOo
(a0 a1,
= sup
yeKn 1Yl
|p~tDy|
= sup ———2
yexr [ylle
1€y

vekr [|Ylloo

<  max (|/\1\ + 5|,Un">

=1,...,

=1,...,

Definition 3.3.3 (Konvergenz):
Es seinen B € K™, ¢ € K® und *® € K", k € N. Das iterative Verfahren

heifit konvergent, wenn fiir alle ¢ € K" ein vom Startwert () € K" unabhangiger
Grenzwert z* = 1*(c) € K" existiert gegen den x*) konvergiert.
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Satz 3.3.2:
Das Iterationsverfahren

g* ) — Bx® 4 ¢

ist genau dann konvergent, wenn p(B) < 1. In diesem Fall konvergiert es gegen die
eindeutig bestimmte Losung x* von x* = Bx* + c.

Beweis:

“.
S

Sei p(B) < 1, dann existiert nach Satz 3.3.1 eine Norm || - ||, so dass || B|| < 1. Wir
definieren nun die Funktion
g(x) :=Bx+c

und suchen einen Fixpunkt von g. Dazu betrachten wir die Fixpunktiteration
g* ) = g(2®) = Bz® 4 ¢
Offensichtlich gilt:

lg(x) =gl = 1Bz = y)l
< |1B|[llz =y
—~—
=:L
Da L := ||B| < 1, folgt aus dem Banachschen Fixpunktsatz (Satz 2.5.2) die

Konvergenz des Fixpunktverfahrens fiir g gegen den eindeutig bestimmten Fixpunkt
x*. Nach Konstruktion gilt auch

¥ =g(x*) = Bx* +c¢

Streng genommen bendétigen wir hier gegebenenfalls eine komplexe Version des
Banachschen Fixpunktsatzes. Diese lasst sich aber analog beweisen.

: Sei nun das Verfahren

g* ) = Ba® 4 ¢

konvergent. Es geniigt zu zeigen, dass p(B) < 1. Da das Verfahren konvergent ist
folgt Ve € K™ 3 ein vom Startwert (9 € K™ unabhéingigem Grenzwert z* € K. Wir
kénnen also ¢ := 0 € K" wihlen, dann konvergiert das Verfahren fiir (9 := 0 € K»
gegen die Losung z* = 0 € K”. Sei nun y Eigenvektor von B zum Eigenvektor .
Wir wéhlen nun als Startvektor (9 := .

= g* = pg®
Bk+1$’(0)
— )\k+1,00

2(0)
Eigenvektor

Die so erhaltene Iteration konvergiert nur gegen z* = 0 € K", wenn |[A| < 1. Da A
ein beliebiger Eigenvektor ist, folgt p(B) < 1.

]
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3.4. Konvergenzkriterien

Satz 3.4.1:

Sei A € K" " eine hermitesche positiv definite Matriz, dann konvergiert das SOR-
Verfahren zur Losung von Az = b fiir jede Wahl von 2© € K™ und jede rechte Seite
be K" falls 0 < w < 2.

Beweis:
Die Iterationsmatrix des SOR-Verfahrens lautet:

B, = (D+wL)™((1-w)D - wR)

Es gentigt zu zeigen p(B,) < 1, wenn 0 < w < 2. Sei A betragsgrofiter Eigenwert von B,
d.h. Byz = Az mit |\ = p(B,) & ((1 —w)D — wR)as = AD + wL)zx. Bilden wir daraus
das innere Produkt mit 27 = Z" und (x,y) := y"x

(1 - w)(Dx, ) — w(Rw, x) = A((Dz,7) + w(Lz, x)) (3.1)

Sei nun d := (Dx,x), | := (Lz,x). Da A hermitesch ist, gilt:

(1 - w)d — wl = Md +wl)

(1—-w)d—wl
S N=—T
d+wl
Unter Benutzung von [ = a + b, a,b € R und 2 = —1 erhalten wir daraus

((1 —w)d — wa)2 + w?b?
(d 4+ wa)? 4+ w2b?

A" =
Also gilt:
N <1 < |(1—-w)d—wa < |d+ wal
ST (1 = w)d — wal < |d+ wl
Da A positiv definit ist gilt:

0< (Az,z) “PE g 1410
= d—+ 2a
= d(1+2a)

A positiv definit = d > 0
=a>—1
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Mit 0 < w < 2 gilt dann:

1 —w—wia| <14+wa
= |1 4+ wa|

[]

Die Bedingung 0 < w < 2 ist nicht nur hinreichend fiir die Konvergenz des SOR-
Verfahrens, sondern auch notwendig.

Satz 3.4.2:
Sei B, die SOR-Iterationsmatrix fiir eine beliebige Matriz A mit nicht verschwindendem
Diagonalelement (von A). Dann gilt:

p(B,) > |w—1] VYweC
Beweis:
Sei B, = (D +wL) (1 -w)D —wR) € K"
= (I +wD™'L) D~ TP((1 - w)l —wD'R)
Nach Konstruktion sind I +wD 'L und (1 — w)I — wD 'R Dreiecksmatrizen. Daher gilt:
det(I +wD™'L) =1
det (1 — w)I —wD™'R) = (1 — w)"
= det(B,) = (1 —w)”

Aus der Jordanschen Normalform folgt auch:

det(B,)

[
—
>

wobei \; die Eigenwerte von B,, bezeichne.
=I5 (Al = [1 = vl
= Es muss mindestens ein Eigenwert |\;| > |1 — w| existieren.

Definition 3.4.1 (starkes Zeilensummenkriterium):
Eine Matrix erfiillt das starke Zeilensummenkriterium, wenn

‘CLml >Z\ai7j] VZ:L,W,

i#j
Beispiel:
Li1o 9 8 0
A= , A=[-5 10 4
2040 1 -6 8
00 2 4
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Satz 3.4.3:

Sei A € K™ invertierbar und erfille das starke Zeilensummenkriterium. Dann
konvergiert das Jacobi-Verfahren zur Lésung von Ax = b fiir jede rechte Seite b € K"
und jedem Startvektor (%) € K™ gegen die eindeutig bestimmte Lisung x* von Az = b.

Beweis:
Das Jacobi-Verfahren lautet

mit B =—D"Y(L+ R), C = D~'b. Nach Satz 3.3.2 geniigt es zu zeigen, dass p(B) < 1 ist.

IBle = ID7HL+R)lx

starkes

Zeilensummen-
kriterium erfiillt

Mit p(B) < ||Bl|s < 1 folgt die Behauptung.

Optimale Wahl des Relaxationsparameter

Definition 3.4.2 (konsistent geordnet):
Man nennt die Matrix A € R™" mit der additiven Aufspaltung A = D + L+ R
konsistent geordnet, wenn die Eigenwerte der Matrizen

B(a)=—-DYaL+a 'R}, acC
unabhédngig vom Parameter « also stets gleich denen der Jacobi-Iterationsmatrix

B = B(1) sind.

Satz 3.4.4 (Eigenwertbeziehung):

Sei J die Jacobi-Iterationsmatrixz und B, die SOR-Iterationsmatriz.

Die Matriz A € R™™ sei konsistent geordnet und 0 < w < 2. Dann besteht zwischen
den Eigenwerten p € o(J) und X € o(B,,) die Bezichung

\/qu:)\-i-w—l

Definition 3.4.3 (optimaler Relaxationsparameter):
Der optimale Relaxationsparameter w,,; € (0,2) ist durch die Bedingung

P(Bugy) < p(Bu), w € (0,2)

charakterisiert, wobei B,, die SOR-Iterationsmatrix beschreibt.
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Satz 3.4.5 (optimaler Parameter):

Sei J die Jacobi-Iterationsmatrixz und B, die SOR-Iterationsmatriz.

Es sei A € R™"™ konsistent geordnet. Weiter seien die Eigenwerte von J reell und es
gelte p :== p(J) < 1. Dann gilt

2
wopt—l_l_ /ﬁ_p

und ,
1—+v1-—
p(Bwopt) = Wopt — 1= —p2 <1
1++vV1—p

Allgemein ist dabei fiir 0 < w < 2:

w—1 Wopt < W

2
%(pw + \/p2w2 — 4w — 1)> W < Wept

p(Bw) —

3.5. Abstiegsverfahren

Definition 3.5.1 (A-Norm):

Sei A € R™*™ eine symmetrische positiv definite Matrix.
(Az,y) = (z, Ay) Vz,y €R"
(Az,z) >0 Vo eR™"™\ {0}

Sei (-,-) das euklidische Skalarprodukt auf R™ und || - || die euklidische Vektornorm.
Dann wird fiir die Matrix A zusétzlich die sogenannte A-Norm definiert

N

2]l 4 = (Az, z)

Die Matrix A sei (symmetrisch) positiv definit. Die eindeutige Losung des Gleichungs-
systems Ax = b ist charakterisiert, durch die Eigenschaft

Q(r) < Qy) VyeR"\{x}

mit dem quadratischen Funktional
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Definition 3.5.2 (Abstiegsverfahren):
Die Abstiegsverfahren bestimmen ausgehend von einem geeigneten Startvektor z(®) €

R” eine Folge von Iterierten ™, k € N, durch

Dabei sind die r*) vorgegebene oder auch erst im Verlauf der Iteration berechnete
Abstiegsrichtung, und die Schrittweiten oy € R sind durch die folgende Vorschrift
bestimmt (line search-Methode):

Q(z**Y) = min Q(z™® + ar®)
acR

Fir das Gradientenverfahren gilt die Fehlerabschétzung

1

k
1—
||:L’(k)—m||A§ <1+’f> ||x(0)—£13’||A keN

K

mit der Spektralkonditionszahl x := condy(A) = ’}Cﬂl% von A.

Definition 3.5.3 (A-Orthogonal):
Wir nennen zwei Vektoren y, z € R™ A-Orthogonal oder A-Konjugiert, wenn gilt

(y, Az) =0
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4. Rechnerarithmetik

4.1. Einfiihrung

,Verrechnet“ (Deutschlandradio, http://www.dradio.de/aktuell/791580/)

4.2. Zahldarstellung

[Die Darstellung in diesem Kapitel folgt 5]

Definition 4.2.1 (d-adische Zahldarstellung):
Seid € Z, |d| > 1, x € R. Die d-ndre oder d-adische Darstellung von x ist

==Y ad” a €N, 0<a;<|d|
k=—1
Man nennt d die Basis. Wenn die Basis d gewahlt ist, so kann man die dargestellte
Zahl durch aneinanderreihen der a; darstellen: +a_ja_;1...a_q1apa; . ...
Beispiel:

1. d =10:
T~314=3-104+1-10"1+4-1072

2.d=2:

(3.14)19 ~ 11.001000111101 . ..
=1-2'41-2°40-27'4+0-2724+1-2734+0-27%4+ ...

Die Darstellung in verschiedenen Zahlensystemen kann verschieden viele Ziffern benotigen.
Beim numerischen rechnen wird die (normierte) Gleitkommadarstellung (floating point
representation) benutzt:

!
r == (Z akdk> -d® a1 #0
k=1

wobei m = Y!_, axd~* Mantisse und ¢ Exponent heifien.

(3.14)10=(3-107" +1-1072+4-107%) - 10
= (0.314) - 10

Die normierte Gleitkommadarstellung (a; # 0) hat den Vorteil, dass man im dualen
System a; nicht abspeichern muss. Zum speichern einer bindren Zahl bend6tigt man also
nur [ — 1 Ziffern der Mantisse. a; wird auch als ,hidden Bit*“ bezeichnet (Bit = binary
digit). Die Gleitkommazahlen (floating point numbers) bilden eine endliche Teilmenge der
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Rechnerarithmetik

reellen Zahlen:

F =T,
::{ xGR‘HaiENmitOSai<d, de € {emin, - - - » €max} C Z, so dass x = a - d°

I
mita=v-» ad”’, €N, ve {—1,1}} U {0}

=1

emin Und ey, bestimmen die betragsméflig kleinste und grofite Zahl, die sich auf dem
Rechner (mit F,;) darstellen lassen. Dies ist abhéngig vom Rechner und Compiler.

Definition 4.2.2 (Maschinenzahl):
Eine Maschinenzahl ist eine Zahl, die unter Berticksichtigung der vorhandenen Verein-
barungen in einer Maschine (Rechner) exakt darstellbar ist.

4.3. Gleitkommaarithmetik

Im Folgenden beschranken wir uns auf d = 2. Die relative Genauigkeit der Gleitkomma-
zahlen wird durch die Lénge [ der Mantisse bestimmt. Genauer gesagt, definiert man
die Maschinengenauigkeit eps als Betrag der Differenz zwischen Eins und der kleinsten
Maschinenzahl, die grofler ist als Eins, d. h.

ws:yv—@+24hﬂ':gw4>

Jede Zahl z € R lasst sich durch runden auf die néchste Maschinenzahl als Gleitkommazahl
darstellen. Wir fithren dazu die Notation rd(x) € IF ein, wobei
|z —rd(x)| _ eps

< = =9
jzf T 2

gelten soll (round to nearest). Es gibt also ein § € R mit |§| < eps, so dass rd(z) = z(1+6).

WICHTIG: Es garantiert, dass eine reelle Zahl, obwohl sie nicht exakt im Rechner
dargestellt werden kann, immerhin exakt ist bis auf einen Faktor

1+ eps.

Bei Maschinenoperationen, d. h. Rechenoperationen mit Gleitkommazahlen, entstehen im
Allgemeinen nicht wieder Gleitkommazahlen. Daher miissen hierfiir die Grundrechenarten
neu definiert werden:

Seien z,y € F :

r®y =rd(x+y)

rOy =rd(x —y)

rOy =rd(x-y)

vy =rdz/y), y#0
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4.4. TEEE-Arithmetik

Es gibt zwei Implementierungen verschiedener Genauigkeit (single und double precision).
[Fiir weitere Details siehe 5]

4.4.1. Einfache Genauigkeit (single precision)
Bei einfacher Genauigkeit wird jede Gleitkommazahl in einem Speicherplatz der Lénge 32
gespeichert. Einem sogenannten 32-Bit-Wort. Gespeichert werden:

1. 1 Vorzeichenbit v

2. Ein Exponent e der Lange 8

3. Eine Mantisse m der Lange 23

Die erste Ziffer a; (hidden Bit) wird in der IEEE-Arithmetik nicht gespeichert. Weiter-
hin sind e, = —126 und ey, = 127. Die kleinste, darstellbare, positive (normierte)
Gleitkommazahl ist somit

Nuin = (140.00...0) .27~ 1.18-107®
23

und die entsprechend grofite Zahl ist

Npax = (14+0.11...1) - 2127 = (2 — 2723) . 2127 & 2128 ~ 340 - 10°®
23

Die Zahlen e, und en.. ergeben sich aus der Linge 8 des Exponenten, da 2% = 256
ist. Somit haben wir theoretisch 256 verschiedene Moglichkeiten fiir den Exponenten

e = (e1]ea] ... les):

(00...0)y = (0)y0 = £(0.a1as...a3) 27"
(00 1)2 = (1)10 = j:(l.alag Ce CLQg) . 2_126
(OO 10)2 = (2)10 = :I:(l.alag . CL23) . 27125

(011...11)y = (127)10 = £(l.ajas . . . ags) - 2°
(10...00); = (128)19 = *(l.aray . . . as) - 2

(].]_ c. 10)2 = (254)10 = :t(]_.(llag R CL23) : 2127

Die Zahl null kann nur durch e(00...0) und (a;]az]...|ass) = (00...0) dargestellt werden,
23

d. h. durch
+(00...0)-271%

Der Faktor 27!26 mag zunéchst verwirren, er erlaubt uns jedoch noch kleinere Zahlen
darzustellen, als die kleinste normierte Gleitkommazahl:

= subnormale Zahlen.

Bei diesen Darstellungen haben wir nur 255 Moglichkeiten ausgenutzt. Theoretisch konnte
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man auch bei 2727 beginnen. Die Darstellung

(11...1) = (255)10 = £(l.aray . . . ags) - 277
8

ermoglicht in der IEEE-Arithmetik die Darstellung von £00 und NaN (spater mehr dazu).

Subnormale Zahlen

Die Darstellung

(OO Ce 0)2 = (0)10 = :l:(O.alaQ ce CL23) . 27126 (41)
mit (ai]ag|...Jass) = (00...0) erscheint zunichst tiberraschend, erlaubt uns aber noch
23

kleinere Zahlen als 27126 darzustellen, allerdings mit geringerer Genauigkeit:
subnormale Gleitkommazahlen.

Ist die Mantisse in (4.1) ungleich null, so konnen wir Zahlen zwischen
darstellen.

2—127 2—149

und

(0.10...0) 27120 = 27127
22
(0.0...01) 27120 =271

22

Die Maschinengenauigkeit eps in einfacher Genauigkeit ist:

eps = 9~ (=1)
— 923

~119-107"

4.4.2. Doppelte Genauigkeit (double precision)

Jede Gleitkommazahl in doppelter Genauigkeit wird in einem 64-Bit-Wort gespeichert:
1. 1 Vorzeichenbit v
2. Ein Exponent e der Lénge 11
3. Eine Mantisse m der Lange 52

Prinzipiell ist die Vorgehensweise analog zur einfachen Genauigkeit:

emin = —1022
emax = 1023
= Ny = 27192 ~ 2.33.107308

Npax = (2 —2772) . 2198 ~ 1,80 - 10°*®
Die Maschinengenauigkeit ist dann:

eps = 2792~ 2.22.10716
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Beispiel:
az%,b:a—l,c:?)b,e:l—c.
Analytisch ist e = 0, in der IEEE-Arithmetik ist e = eps.

4.4.3. Erweitertes Format (extended format)

80-Bit-Worter fiir die Darstellung von Gleitkommazahlen:
1. 1 Vorzeichenbit v
2. Ein Exponent e der Lange 15
3. Eine Mantisse m der Lange 64

Es wird kein hidden Bit verwendet. Die Maschinengenauigkeit im extended format ist
eps =279 ~ 1.08 - 107"

Die Implementierung des extended format ist hard-/softwareabhéngig:
o INTEL: Hardware
o SUN Workstations: Software

4.4.4. Runden (rounding)

Standardeinstellung im [EEE:
— Runden auf die ndchstgelegene Gleitkommazahl (round to nearest)
Zusatzlich gilt noch:

— Liegt x genau zwischen zwei Gleitkommazahlen, so wird auf die nichste gerade Zahl
gerundet

Im IEEE gibt es vier verschiedene Rundungsmodi [siehe 5, Kapitel 5 und 6].

4.4.5. Ausnahmen (exceptions)

Division durch null:
Vor dem IEEE-Standard gab es zwei (Standard-)Moglichkeiten:

1. Ergebnis wird auf die grofite darstellbare Gleitkommazahl gesetzt.

Nachteil: % — % =0

2. Abbruch mit Fehlermeldung
= Programmierer weif}, dass ein bzw. welcher Fehler aufgetreten ist

In der IEEE-Arithmetik wird der Wert auf oo gesetzt. In MATLAB wird dafiir das Symbol
Inf verwendet. Das Programm rechnet dann mit sinnvollen Regeln fiir Inf weiter.

Ungiiltige Operatoren (invalid operations, NaN)

Da es in MATLAB moglich ist mit Inf zu rechnen, konnen ungiiltige Operationen bzw.
Ergebnisse auftauchen: 0 - Inf, %.
In der IEEE-Arithmetik erhalten sie den Wert NaN (Not a Number).
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Uberlauf (overflow)

Wir sprechen vom Uberlauf (overflow), wenn das Ergebnis einer Operation endlich, aber
grofer als Ny ist. Bei dem Roundingmode ,,round to nearest® wird als Ergebnis oo
angegeben.

Unterlauf (underflow)

Wir sprechen vom Unterlauf (underflow), falls das exakte Resultat einer Rechnung un-
gleich null, aber betragsmafig kleiner als N, ist, der kleinsten, normierten, positiven
Gleitkommazahl.

Vor dem IEEE-Standard wurde das Ergebnis auf null gesetzt (flush to zero). In der
IEEE-Arithmetik wird das Ergebnis korrekt gerundet und moglichst als subnormale Gleit-
kommazahl dargestellt. Man spricht von schrittweisem Unterlauf (,, gradual underflow®).
Lasst sich das Ergebnis auch so nicht darstellen, wird es auf null gesetzt.

Inexakte Ergebnisse

Eigentlich keine Ausnahme, da Ergebnisse, die nicht als Gleitkommazahl dargestellt werden
konnen, entsprechend gerundet werden.
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5. Lineare Ausgleichsprobleme

5.1. Einfiihrung: CARL FRIEDRICH GAUSS und
die Landesvermessung des Konigreichs Hannover
(1821-1844)

Beispiel: Hohenmessung aus einer Vorlesung von (GAUSS, nach RICHARD DEDEKIND.
Gesammelte Werke: ,,Gauf} in seiner Vorlesung iiber die Methode der kleinsten

Quadrate®, Seite 293 - 306, insbesondere Seite 299.

= Ammensen

Brocken

Meridianzeichen (Wehrider Papiermiihle)
Hohenhagen

= Gottinger Sternwarte

IO N ®
I

Natiirlich kénnen keine absoluten, sondern nur relative Hohen gemessen werden. Als
Referenzpunkt wahlen wir die Sternwarte. Die relativen Hohenmessungen ergaben:

66.334
349.366
283.596
206.58

76.108
648.427
719.612

NNnnD DO
NI IOV
++ 0+t

Da wir die Gottinger Sternwarte als Referenzpunkt definiert haben, fiithren wir nun die
Hohendifferenzen beziiglich P als neue Variable ein.

R RS
Il
NN IO
SRR

Einsetzen der neuen Variablen in die Messungen ergibt das Gleichungssystem:

1 0 0 0 66.334
0 1 0 0 349.366
1 1 o of (¢ 983.596
10 1 o|-|"|=] 20658
0 -1 1 0 ‘z —76.108
0 -1 0 1 648.427
0 0 -1 1 719.612

Aus den Messungen erhalten wir also ein iiberbestimmtes lineares Gleichungssystem:

=
Ax = b, dessen Losung © = (q r s t) die richtigen Hohenunterschiede sind.
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5.2. Uberbestimmte lineare Gleichungssysteme

Definition 5.2.1 (iiber- und unterbestimmte Gleichungssysteme):
Sei A € K™*™ und b € K™. Das lineare Gleichungssystem Az = b heifit

iiberbestimmt, falls m > n
unterbestimmt, falls m < n

Uberbestimmte Gleichungssysteme sind im Allgemeinen nicht l6sbar, unterbestimmte
Gleichungssysteme im Allgemeinen nicht eindeutig Iésbar.

Satz 5.2.1:
Sei A € K™*" und b € K™, dann gilt:

Ax = b ist losbar <= b € range(A)

Beweis:
Klar, siehe Lineare Algebra.

Man sieht leicht, dass im GaufBischen Beispiel b ¢ range(A).
1. ker(A) = {z € K"|Az = 0}
2. range(A) =Im(A) = {y e K|z € K": y = Az}
3. Az = b ist losbar <= b L ker(A")
4

. Sei W C K™ ein Untervektorraum und sei W+ :={z e K™: z Ly Vy e W} das
orthogonale Komplement, wobei z L y < 0 = yHz Defipition (x,y)

5. KM =W QW+

Satz 5.2.2:
Sei A € K"™*" eine beliebige Matriz, dann gilt:

K™ = ker(A") @range(A)

Beweis:

Es geniigt zu zeigen: ker(A") = (range(A))*.
Sei z € ker(A") und y € range(A) beliebig.
= dz € K" mit y = Az. Dann gilt:

(z,y) = (z, Az)
= <é‘j_xj z) =

= z € (range(A))*
Riickrichtung analog.
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5.3. Abschwichung des Losungsbegriff

Betrachte Ax = b und definiere r(y) := Ay — b.

r = r(y) bezeichnen wir als Residuum. r kénnen wir auch als Fehler betrachten, wenn
y € K" beliebig. Ist » = 0, so haben wir eine Losung, sonst nicht. Als Fehlermafl konnen
wir

H

lrW)ll2 = lIrlle = Vot

nehmen. Eine Losung ist genau dann gegeben, wenn ||r||s = 0. Die Idee, den Losungsbegriff
abzuschwéchen, ist nun nicht mehr zu verlangen, dass ||r||2 = 0 ist, sondern dass ||7||2
minimal wird.

. — in LA —
min [[r(y)llz = min || Ay — 0]l

Satz 5.3.1:
Sei A € K™ b e K™ und zg € K". Dann gilt:

|Azo — 0|2 = Hel]}(rrll | Az — b||; & AP Az, = AP

Beweis:
Aus Satz 5.2.2 (Km = ker(A") @range(A)) folgt 3b; € range(A), by € ker(A"), so dass
b = by + by. Dann gilt: Ax — by L bs.

= [[Az = bl3 = [[ Az — by — ba3
= | Az — b3 + (102113

= ||Az — b||2 ist minimal

S Ar—b=0

= AP Az = AMb, & (AR (Az — b)) =0
= Az —b €ker(A") — Az —b,=0

—— Satz 5.2.2
€range(A)

b cker(AH
AT AH Az = AMp
b=b1+b2

1. Die Aufgabe, ein 2y € K" zu finden, so dass
[ Azo — bll> = min [[Az — b2

heilt lineares Ausgleichsproblem.

2. AH Az = A"D heiBt System der Normalgleichungen oder einfach Normalgleichun-
gen. Die Losung z( heifit Kleinste-Quadratische-Losung; man spricht auch von der
Methode der kleinsten Quadrate.

3. Geometrisch besagt AT(Az — b) = 0, dass Az — b eine Normale auf range(A) bildet.
Daher der Name Normalgleichung.

4. Die Normalgleichungen sind immer lésbar. Es gilt: ker(A) = ker(A"A). Somit haben

WIr
Satz 5.2.2

APb € range(A) L ker(A) = ker(A"A)

= AH Az = AHD ist losbar.
Gilt zusitzlich rang(A) = n, dann ist AHA positiv definit.
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5.4. Pseudoinverse

Da die zu einem Gleichungssystem gehorigen Normalgleichungen immer 16sbar sind, auch
wenn das Gleichungssystem selbst (im klassischen Sinne) nicht lésbar ist, fithren wir jetzt
den Begriff der verallgemeinerten Losung eines Gleichungssystems ein.

Definition 5.4.1 (Moore-Penrose-Lésung):
Sei A € K™ b € K™, dann heifit x+ € K" genau dann verallgemeinerte oder
Moore-Penrose-Lésung von Ax = b, wenn gilt:

1. z7* ist Kleinste-Quadrate-Losung, d. h. A" Azt = AMb

2. Unter allen Kleinste-Quadrate-Losungen y von Az = b hat x™ die kleinste Norm,
d-h. ||z 7|2 < [lyll2

Satz 5.4.1:
Sei A € K™ b e K™, dann gilt:

1. xt € K" ist genau dann verallgemeinerte Losung von Az = b, wenn AHAz+ =
A und 2 € range(A)

2. Die verallgemeinerte Losung x* € K" von Az = b existiert und ist eindeutig
bestimmdt.

Beweis:

1. ,&* Sei 2t € K* mit AHAxT = AHb und 2t € range(A") gegeben. Damit 2+

verallgemeinerte Losung ist, muss z+ minimal sein.
Angenommen y ist weitere Kleinste-Quadrate-Losung, dann

AR AT = AP = AN Ay = (27 — y) € ker(A7A)

Es existiert also ein yy € ker(AHA) = ker(A), so dass y = 2+ + yo

SELE2 2 = oty + lwell: = [|l#T]3. Also ist 2t minimal und somit

Pythagoras
verallgemeinerte Losung.

Sei o7 verallgemeinerte Losung, dann gilt nach Definition 5.4.1: AHAxz+ = AMp

und [|zt]|, < ||z]], Vz € Kleinste-Quadrate-Losung

SaLE22 340 € ker(A) und z; € range(A") mit 27 = 29 + ;.

Weiterhin gilt: A"Az; = A"AzT = AHb. Also ist z; € range(A") auch
Kleinste-Quadrate-Losung von Az = b.

1. Fall: zp = 0= 2" = z; € range(A")

2. Fall: xy # 0, dann folgt mit z, 1 x, dass [|z*||3 = ||lz1]3 + [|=oll5 > [Jz1])3-

Dies ist ein Widerspruch zur Minimalitit von 2. = 2+ € range(A").

2. Geniigt zu zeigen:
A" Az = A"b mit z € range(A") ist eindeutig 16sbar. Da die Normalgleichungen
immer losbar sind, existiert immer eine Kleinste-Quadrate-Losung xt von Az = b.
Wie schon im ersten Teil des Beweises, haben wir die Zerlegung

et =20+ 21, x€ker(A), z; €range A" und AH Az, = A"

Somit existiert immer eine Losung der Normalgleichungen mit z; € range(A™).
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Angenommen, es existiere eine weitere Kleinste-Quadrate-Losung #; € range(A"),
dann gilt: AHAZ, = A"b = A" Az,
= (z; — 71) € ker(AHA) = ker(A)
= (r; — 71) € ker(A) Nrange(A") = {0}
—_———
€range(AH)
=T =T

Definition 5.4.2 (Pseudoinverse):
Sei A € K™*" eine gegebene Matrix. Dann existiert fiir jedes b € K™ genau eine
verallgemeinerte Losung ™ € K". Diese definiert eine Abbildung

AT K™ 5 K
b— xt

Alternativ kénnen wir auch x+ = A'b schreiben. Die Abbildung A" heilt verallge-
meinerte Inverse, Pseudoinverse oder Moore-Penrose-Inverse.

Satz 5.4.2:
Die Moore-Penrose-Inverse AT: K™ — K" ist eine lineare Abbildung.

Beweis:
Gegeben seien b,c € K™ und A\, u € K. Weiterhin seien x,y,z € K" verallgemeinerte
Losungen der Gleichungssysteme

Az = (Ab+ pc)
Ay=1b
Az =c

d.h.es gilt: . = AY(ANb+ pe), y=A"D, 2= Atc
Weiterhin haben wir:
AP Az = A"(OD + pe)
= \AND + pAte
= A Ay + pA Az
= A" Ay + pz)

= (J; — (\y + ,uz)) € ker(A"A) = ker(A) und da z, vy, 2 verallgemeinerte Lésungen sind,
gibt es auch (:c — (\y+ uz)) € range(A")
= (x — (\y + uz)) € ker(A) Nrange(A") = {0}
=1x = (A\y+ pz)
= AT(\y + uz) = AMATb+ uAte
[

AT kann mit Hilfe der Singularwertzerlegung berechnet werden, siche Abschnitt 5.4.1.
Unter gewissen Voraussetzungen an A kann man A" aber auch explizit angeben:

1. Ist A quadratisch und invertierbar, so ist AT = A~1
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2. Ist A € K"™*" eine Matrix mit vollem Rang, dann gilt:
2.1. m >n: AT = (AHA)~ 1AM
2.2. m<n: AT = A (AAM)?
Beweis (zu 2.2.):

Zu einem beliebigen b € K™ sei 27 € K™ die verallgemeinerte Losung von Az = b.
Es geniigt zu zeigen: + = A"(AA")~1p.

¢t verallgemeinerte Losung = 2 € range(A")

= Jy € K™, so dass a7 = Ay
= A4 ARy = AP Azt = A

T
= (AA"y —b) € ker(A") = {0}
Rang
= AA"y =b

rang(A) = rang(A") = A" hat ebenfalls vollen Rang
= AA" ist hermitesch und positiv definit, also insbesondere invertierbar
=y = (AA"HDp
= a7 = Ay = AH(AAM) 1

O
Satz 5.4.3:
Sei AT die verallgemeinerte Inverse von A. Dann gilt:
1. AATA=A
2. Ist A eine normale (n x n)-Matriz, d.h. AAT = ATA, so gilt AAT = ATA
Beweis:
Ubung.
m

Mit der Pseudoinversen A" haben wir eine Verallgemeinerung der inversen Matrix A~}
(fiir quadratische Matrizen) gefunden, die auch eine elegante Darstellung der Kleinste-
Quadrate-Losung mit minimaler Norm darstellt.

5.4.1. Die Singulidrwertzerlegung

Definition 5.4.3 (Singuldrwertzerlegung):
Sei A € R™*". Dann nennt man ein Matrixprodukt der Gestalt

A=UxVT

wobei U € R™*™ und V' € R™*™ orthogonale Matrizen sind und ¥ = (s; ;) € R™*" mit
sij =0Vi#jund s;q > S99 > --- > 0 Singuldrwertzerlegung von A. Die positiven
Diagonaleintrédge o; == s;;, i = 1,2,... von ¥ heiflen Singularwerte von A.
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Algorithmus 5.4.1 Bestimmung der Singuldrwertzerlegung

1: - Bestimme ein Orthonormalsystem von Eigenvektoren vy, ..., v, zur Matrix ATA
- AT A berechnen
- Die Eigenwerte \; zu AT A berechnen
- Eigenvektor v; zu \; berechnen
- Normierung des Eigenvektors: v; = ||5;|| " ;
2: - Setze 0; = Vi
3: - Setze u; = 0; *Av; Vi mit ; # 0
4: - Erginze u; zu einer Orthonormalbasis des R mit u; € ker(AAT)

Im Anhang befindet sich eine MATLAB-Implementierung

Mit Hilfe der Singularwertzerlegung lasst sich auch die Pseudoinverse berechnen.
Es sei A =UXVT die Singulirwertzerlegung der Matrix A € R™*™ und es sei r = rang(A).
Wir definieren die Matrix

¥t =diag(oy’,...,0,1,0,...,0) € R™™

Y T o)

Damit liasst sich dann die Pseudoinverse At berechnen: AT = VXtU T,

5.5. Losen der Normalgleichung

11
e 0| €eR3>*2, £>0, becR3 beliebig
0 ¢

Ziel: Finde die Kleinste-Quadrate-Losung von Ax = b
Lose ATAx = ATb

Da e > 0 gilt rang(A) = 2
2
ATA = <1 415 1 _:€2> = ATA symmetrisch positiv definit

Angenommen ¢ = 1074, dann 2 = 10~® und bei Rechnungen mit einfacher Genauigkeit
(eps &~ 1.19-1077) erhalten wir:

AT A (rd(l + £2) 1 )

1 rd(1 + &%)
(rd(1 41079 1
- ( 1 rd(1 + 10—8)>

11
11
AT A hat offensichtlich nicht mehr vollen Rang!

= Die Kleinste-Quadrate-Losung ist nicht mehr eindeutig.

Problem ist die Grofle von € und das Rechnen in Gleitkommaarithmetik bzw. der entspre-
chenden Maschinengenauigkeit.
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function [U,S,V] = SWZ(A)

[m,n] = size(A);

if m < n

 error('m muss groesser als n sein!');

end

p = min(m,n);

U = zeros(m,m);

S = zeros(m,n);

V = zeros(n,n);

B = A'*A;

lambda = eig(B);

lambda = sort(lambda,'descend');

anz = size(lambda);

for i = 1:anz

 V(:,i) = null(B-lambda(i)*eye(p));

 if lambda(i) ~= 0

  S(i,i) = sqrt(lambda(i));

  U(:,i) = 1/S(i,i)*A*V(:,i);

 end

end

ker = null(A*A');

index = 1;

for i = 1:m

 if U(:,i) == zeros(m,1);

  U(:,i) = ker(:,index);

  index = index +1;

 end

end

end


Lineare Ausgleichsprobleme

Die Normalgleichungen sind in der Regel eindeutig losbar, wenn A vollen Rang hat
und fiir die (verallgemeinerte) Konditionszahl x(A) = [|A|| - || AT gilt:

r <K

1
\/eps

Kleinste-Quadrate-Losungen werden in der Statistik oft {iber die Normalgleichung gelost.
Dies ist sinnvoll, solange die Messfehler der Daten grofler sind, als die Rundungsfehler.
Dann ist der Einfluss der Rundungsfehler wahrscheinlich gering im Vergleich zu den
Messfehlern, insbesondere wenn mit doppelter Genauigkeit und IEEE-Arithmetik gerechnet
wird. Einfache Genauigkeit ist nicht zu empfehlen.

5.6. Die QR-Zerlegung

In dem Abschnitt betrachten wir einen anderen Zugang, die Kleinste-Quadrate-Losung
von Ax = b zu berechnen.

Hier: K=R, m>n

Definition 5.6.1 (QR-Zerlegung):
Sei A € R™" cine beliebige Matrix, R € R™ " obere Dreiecksmatrix mit RT =
(RIT O) und Ry € R™". Weiterhin sei Q € R™*™ eine Orthogonalmatrix. Wenn

A=QR

gilt, so nennt man dieses Matrixprodukt Q R-Zerlegung von A.

Bilden @), R und A eine Q R-Zerlegung, so gilt:
A=OR

wobei () = (Ql Q2> mit Q; € R™™,  Qy € R™ (™) Diese Zerlegung bezeichnen
wir als reduzierte Q R-Zerlegung von A. Da ) Orthogonalmatrix, hat Q) = (q1 e qn)
1, fallsi=y

(Kronecker-Delta).

orthogonale Spaltenvektoren, d. h. ¢l ¢; = ¢, ; mit &; ; =
0, sonst

Satz 5.6.1:
Sei A € R™"™ mit rang(A) = n. Dann existiert eine reduzierte QQR-Zerlegung von A.

Beweis (mit Gram-Schmidt-Orthogonalisierung):

Seien ay, ..., a, die Spaltenvektoren von A, d.h. A = (a1 e an). Gesucht sind Spalten-
vektoren ¢, ..., q,.

1. <a1,...,an>:<q17”_7qn>
2. ¢fq; =65, ,j=1,...,n
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Definieren wir nun R := (r;;);; € R™", so gilt:

Az(al an)
1 Ti2 ... Tip
e
6 ' 0' rr;n
= QR

5.6.1. Klassisches und modifiziertes Gram-Schmidt-Verfahren

Algorithmus 5.6.1 Klassisches Gram-Schmidt-Verfahren

1: for i+ 1tondo
2 4 = a;
3: for j < 1to:—1do
4: Ti,j = q;l' *Q;
5 Gi =G — Tij - qj
6 end for
7 Tii = U@H
8: q; = &
Tii
9: end for

Im Anhang befindet sich eine MATLAB-Implementierung

Das klassische Gram-Schmidt-Verfahren ist nicht immer stabil.

Das Gram-Schmidt-Verfahren lasst sich auch mit Hilfe von Orthogonalprojektionen schrei-
ben. Dabei heifit eine Abbildung P: R™ — R™ Orthogonalprojektion, wenn

1. P2=P
2. PT=P

Mit Hilfe einer Orthogonalprojektion lasst sich ein Vektor w in eine orthogonale Summe
zweier Vektor uq, uy zerlegen.

u=1uy +uy, up:=Pu, uy:=(I—-Pu, wu; L us
Seinun firi=1,...,n
P, = qig] € R™™

Dann ist P; eine Orthogonalprojektion, wie man leicht mit Hilfe der Orthonormalitat der
¢; nachrechnet.
Das Produkt uv' heifit dyadisches Produkt oder Dyade und hat die Eigenschaft

wow =wu'v, wu,v,weR™
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function [Q,R] = QR_Gram_Schmidt(A)

% Dimension der Matrix bestimmen

[m,n] = size(A);

Q = zeros(m,n);

R = zeros(n);

% Nur bis zur Spaltendimension gehen

for i = 1:n

 qdach = A(:,i);

 % Nur zwischengespeichert, da man es immer wieder braucht

 spaltei = qdach;

 for j = 1:i-1

  R(j,i) = Q(:,j)'*spaltei;

  qdach = qdach-R(j,i)*Q(:,j);

 end

 R(i,i) = norm(qdach,2);

 Q(:,i) = qdach./R(i,i);

end

end


Lineare Ausgleichsprobleme

Beweis durch Nachrechnen mit uv' = (u,v;) u,v € R

INE
Es folgt sofort, dass sich die Berechnung der ¢; mit Hilfe der Projektion P; schreiben lasst
als

:ai—ngai: ([—§P]> a; (5.1)

Das Gram-Schmidtsche-Orthogonalisierungsverfahren ist durch folgende Rekursionsvor-
schrift definiert:

G = ay
— q1
D= T,
for i+ 2tondo
Gi = a; — () ai)g;
% = Tai,
end for
¢ q; = 0;; rechnet man sofort nach und es gilt (a,...,a,) = {q1,...,qn)-
Gilly, i=J
Wir definieren fir ¢,5 =1,...,n:r;; = quai, 1< ]
0, 1>

Dann gilt nach Konstruktion (Auflésen von (5.1) nach a;):

a1 =T11q1
a2 = 11241 + T2:2q2

as = 1T13¢1 + 72,392 + 73343

ap = T1nq1 + T2,nq2 + -+ Tnndn

Man kann leicht durch vollstdndige Induktion zeigen:
i—1
(]—R_l)(]—PZ-_2)~...-(]—P1):]—ZPj
j=1
Somit gilt fiir die ¢; aus dem Gram-Schmidtsche-Orthogonalisierungsverfahren
—PE PP
mit PjL = (I - F;).

Mathematisch sind (5.1) und (5.2) gleich, (5.2) ist allerdings numerisch stabieler, d. h.
Rundungsfehler haben einen geringeren Einfluss auf das Ergebnis. -

45/188



Lineare Ausgleichsprobleme

Um ¢; zu berechnen geht man wie folgt vor:

A

,(1) = a’i
uT w= uT A A
=B a0 - i
P PO = edd® = - dd
A NG A(1—1 A(1—1 A(2—1 A(1—1 A(1—1
Gi=3" =P " =" —qigr a7 = @Y — g7 g Vg

Algorithmus 5.6.2 Modifiziertes Gram-Schmidt-Verfahren

for i + 1 ton do
gi = a;
end for
for i + 1 ton do
Tii = U(ZHQ
_ 4
q = —
T
forj<7—i+1tondo
Tij =4}
qu = qu — 74,54
10: end for
11: end for

>

Im Anhang befindet sich eine MATLAB-Implementierung

In den Ubungen wird ein Beispiel behandelt, aus dem man sieht, dass das modifizierte
Gram-Schmidt-Verfahren wesentlich weniger anféllig gegentiber Rundungsfehlern ist. Der
Einfluss von Rundungsfehlern kann beim klassischen Gram-Schmidt-Verfahren dazu fithren,
dass die Spalten der Matrix @) nicht mehr orthogonal sind. [Fir mehr Details siehe 6]

Berechnung der Kleinste-Quadrate-Losung mit der QQ R-Zerlegung

Ax = b, A € R"™" invertierbar, b € R", x € R™.
Gegeben sei eine Q) R-Zerlegung A = QR:
Ar=b< QRx =b
& Rr=Q"b (R = obere Dreiecksmatrix)

Die rechte Seite Qb lisst sich einfach berechnen (Matrix-Vektor-Produkt). Das so entstan-
dene lineare Gleichungssystem Rz = Qb lisst sich durch Riickwértssubstitution einfach
berechnen.

Es bietet sich folgende Vorgehensweise zum 16sen des linearen Gleichungssystems an:
1. Berechne die reduzierte () R-Zerlegung A = QR
2. Berechne y = Qb

3. Lose durch rickwéartseinsetzen Rx = y nach z auf
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function [Q,R] = QR_Gram_Schmidt_Mod(A)

% Dimension der Matrix bestimmen

[m,n] = size(A);

Q = zeros(m,n);

R = zeros(n);

qdach = zeros(n);

for i = 1:n

 % i-ter Spaltevektor der Matrix

 qdach(:,i) = A(:,i);

end

for i = 1:n

 % Norm der Spalte berechnen

 R(i,i) = norm(qdach(:,i),2);

 Q(:,i) = qdach(:,i)./R(i,i);

 for j = i+1:m

  R(i,j) = Q(:,i)'*qdach(:,j);

  qdach(:,j) = qdach(:,j)-(R(i,j)*Q(:,i));

 end

end

end
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Dies ist ein gutes Verfahren, aber die Gauf-Elimination (siehe Abschnitt 7.2) ist im
Allgemeinen schneller (im Sinne der Anzahl arithmetischer Operationen).

Zuriick zur Berechnung der Kleinste-Quadrate-Losung;:

Um den Einfluss von Rundungsfehlern (Verlust der Orthogonalitiat von @) zu verringern, be-
rechnen wir nicht z = R~'QT7b, sondern wenden das modifizierte Gram-Schmidt-Verfahren
auf das erweiterte System (A b) an und erhalten:

(4 =@ wi) (5 1)

mit ¢, € R™, y e R", n € R, A€ R™*",

= Q(Rz —y) — 1N¢n+1
Da nach Konstruktion ¢,; orthogonal zu den Spalten von @) ist, folgt:

2 2 2 QTQ=I 2
[Az = bll; = |Q(Rz — p)|l; + *llgnnilly = [[Re—yll; +7°

qn+1Qn+1:1
Somit erhalten wir die Kleinste-Quadrate-Losung aus

Rz =y (Losen durch riickwértseinsetzen)

5.6.2. Householder-Transformationen

Ein anderer Ansatz, die Q) R-Zerlegung einer Matrix A € R™*™ zu berechnen, besteht darin,
die Matrix A sukzessive (durch orthogonale Transformationen) auf obere Dreiecksgestalt
zu bringen. Dazu soll schrittweise jeweils die Spalte unterhalb des Diagonalelements auf
null transformiert werden. Nach n Schritten soll das Ziel erreicht sein.

Fragen:
1. Geht das?
2. Wie sehen die Transformationen aus?

Zur Konstruktion der orthogonal Matrizen verwenden wir sogenannte Householder-
Transformationen. Eine Householder-Transformation P ist von der Form:

2
P:=1-—w', 0£veR"
v

Eine Householder-Transformation P hat folgende Eigenschaften:
1. PPT=P'P=1
2. PT=pP
3. PP=1
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= P ist symmetrische Orthogonalmatrix.
Mit den Eigenschaften des dyadischen Produkts ergibt sich:

’UT.Z’

Px:$—2<T>-U, reR™
vl

Um das Matrix-Vektor-Produkt Pz zu berechnen, muss die Householdermatrix P nicht
explizit aufgestellt werden.

Householdermatrizen sind geeignet, um Nullen unterhalb der Diagonalen einer Matrix
einzufiihren. Dazu betrachten wir folgendes Problem:

Zu gegebenen Vektoren x,y € R™ ist eine Householdermatrix P zu finden, so dass

Pr=y (5.3)

P orthogonal = ||z||2 = ||Pz||2 = [|y]|2-
2 und y miissen also dieselbe Lange haben:
20T x

T

(5.3) & x — Ty

. /l] - y
und einem geeigneten Vektor v € R™. Durch nachrechnen sehen wir, dass
vi=r—y

diese Gleichung erfiillt.
Fir die QR-Zerlegung wéhlen wir spezielle Vektoren y, ndmlich y = ge; mit o := £||z||2

T

und e; € R™ sei der erste Einheitsvektor (1 0 ... O) . Dann gilt:
v=xr—y=x—0€

Um Ausléschung zu vermeiden, wahlt man fiir die Implementierung;:

o = —sign(z1)||z(»

Subtraktion fast gleich grofler Zahlen bzw. von Zahlen bei denen die fithrenden Ziffern
gleich sind. Ausloschung ist schlecht konditioniert (siehe Kapitel 6).

Um die Q) R-Zerlegung von A zu berechnen, sucht man nun orthogonale Matrizen Q)+, ...,Q, €
R™*™ 5o dass

AjI:Qij_l...QlA, j:].,...,n

in den ersten j Spalten obere Dreiecksgestalt hat.
Unter oberer Dreiecksgestalt verstehen wir hier, dass die Elemente unterhalb der Diagonalen
null sind. Schematisch gehen wir wie folgt vor:

* ¥ % %
* % % *
E I SR
O O O ¥
* ¥ % %
EE I S
O O O ¥
S O % ¥
* ¥ % %
O O O ¥
O O *x ¥
O % % ¥

48,188



Lineare Ausgleichsprobleme

Die Matrix A; hat also die Form

A (i 2 M
7 0 X Nj

WObei Rj [ R(jfl)x(jfl), x] c Rm*]’+1'
Nun wéhlen wir die Householdermatrix P;, so dass

Pz = o0e;

und definieren Q); := (Ijo_l Igj ) Offensichtlich gilt A;11 = Q;A;.
Aj41 hat dann die gewtinschte Eigenschaft, dass die ersten j + 1 Spalten eine Matrix von

oberer Dreiecksgestalt bilden. Definieren wir ) := Q1Q)s ... Q,, so gilt:

R:=QuQn1...QuA=Q"A

wobei R obere Dreiecksgestalt hat und @ orthogonal ist.

Algorithmus 5.6.3 QQR-Zerlegung mit Householder-Transformationen

function [Q,R] = QR_Householder (A)
[m,n] = size(A); % Bestimmung der Dimension von A
% Test ob m groesser oder gleich n, sonst Fehlermeldung
if m < n
error (’m muss groesser als n sein!’);
end
% Initialisierung von R tilde und Q tilde
Rtilde = A;
Qtilde = eye(m,m);
% Schleife ueber alle Spalten von A, dabei sukzessive Erzeugung
der oberen Dreiecksstruktur
11 for i = 1:n
12 % Kopie der ersten Spalte der Untermatrix im i-ten Schritt
13 a = zeros(m,1);
14 a(i:m) = Rtilde(i:m,i);
15 % Bestimmung von alpha

© 00 N O o W N

-
o

16 alpha = sign(a(i))*norm(a,?2);
17 % Setze w = a + alphaxe_i
18 W = a;

19 w(i) = w(i) + alpha;

20 Y% Normierung

21 no = norm(w,2);

22 w = w/no;

23 ) Berechnung der Spiegelungsmatrix

24 S = eye(m) -2*xwx(w’);

25 % Update von Q tilde und R tilde mittels S

26 Qtilde = Qtildex*S;

27 Rtilde = Sx*xRtilde;

28 end

29 % Reduktion von Q tilde auf Q und R tilde auf R
30 Q = zeros(m,n);

31 Q(1:m,1:n) = Qtilde(l:m,1:n);

32 R = zeros(n,n);

33 R(1:n,1:n) = Rtilde(l1:n,1:n);

34 end
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5.6.3. Givens-Rotationen -

Eine weitere Alternative zur Berechnung der () R-Zerlegung einer Matrix A € R™*" ist,
neben Projektionen (Abschnitt 5.6.1) und Spiegelungen (Abschnitt 5.6.2), eine Methode
die auf Rotationen basiert.

Definition 5.6.2 (Givens-Rotation):

Unter einer Givens-Rotation im R" versteht man eine Drehung in der durch zwei
FEinheitsvektoren e; und e; aufgespannten Ebene. Die Transformationsmatrix ist
gegeben durch:

0 . .
1 0 0 0

0 0 c 0 0 S 0 0
0 0 1 0 0 0

: 0 0 0 1 0 :

0 0 —s 0 0 c 0 0
0 0 0 0 0 1

: : : 0

) T
i-te Spalte k-te Spalte

wobei ¢, s € R und ¢ + s?> = 1.

Die QR-Zerlegung auf der Basis von Givens-Rotationen transformiert die Matrix A
schrittweise in eine obere rechte Dreiecksmatrix R. Durch Anwenden einer Givens-Rotation
kann jedoch nur ein einzelnes Unterdiagonalelement eliminiert werden und nicht eine ganze
Spalte. Schematisch gehen wir wie folgt vor:

* ok ok * ok ok * ok ok * % %
x % k| Gia |0 % x| Giz |0 % *| Gia |0 x %
A= : —
¥k % ¥k % 0 % = 0 % =x
* k% * k% * % %k 0 * =
Ax Az As
¥k ok ¥k ok * % %
Ga3 0 * =% G2 0 * % G3,4 0 * %
00 = 00 «| oo« "
0 * = 0 0 = 0 0O
Ay As Ag

Um die Werte ¢ und s zu bestimmen machen wir folgenden Ansatz:

s-a;; +c-a;; =0 und A+st=1
Qi Qi ;

= 0:272 5 5:2—72 5
\/ii Qg \/ @it aj;
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Bei dieser Wahl von ¢ und s wird das Element a;; eliminiert. Zur Elimination der i-ten
Spalte (unterhalb der Diagonale) sind n —i — 1 Givens-Rotationen notwendig. Hieraus lasst
sich leicht abschéitzen, dass der Aufwand zum Erstellen der @ R-Zerlegung nach Givens
grofler ist als der Aufwand beim Verwenden der Householder-Transformationen. Genaue
Analyse und effiziente Durchfithrung fithrt zu % + O(n?) arithmetische Operationen, also
den doppelten Aufwand verglichen mit der Householder-Methode.

Die QR-Zerlegung nach Givens ist aber sehr stabil und eine Pivotisierung ist nicht
erforderlich. Das Verfahren gewinnt auch an Bedeutung, wenn die Matrix A bereits
diinn besetzt ist. Nur Unterdiagonalelemente a;; # 0 miissen gezielt eliminiert werden. Bei
sogenannten Hessenberg-Matrizen (das sind rechte obere Dreiecksmatrizen, die zusétzlich
noch eine linke Nebendiagonale besitzen) kann die Q) R-Zerlegung mit Givens-Rotationen in
nur O(n?) Operationen durchgefiihrt werden. Die Q R-Zerlegung von Hessenberg-Matrizen
spielt eine entscheidende Rolle bei dem wichtigsten Verfahren zur Berechnung von Eigen-
werten einer Matrix.

Algorithmus 5.6.4 () R-Zerlegung mit Givens-Rotationen

1: for 7+ 1tondo

2 for j <~ i+ 1 tom do

3 if Ajﬂ' 7é 0 then

4: G = GIVENS(m, 4,7, Ai;, Aj)
5: Q=QGT

6: A=GA

7 end if

8 end for

9: end for
10: R=A

Die Routine G = GIVENS(n, i, k, z,y) erzeugt dabei die Givens-Matrix der Dimen-

sion n, welche an den Zeilen und Spalten mit den Indizes ¢ und k£ die Werte ¢ = %

und s = % setzt, wobei p = sign(z)v/a? + y2.

Im Anhang befindet sich eine MATLAB-Implementierung
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function [Q,R] = QR_Givens(A)

[m,n] = size(A);

Q = eye(m);

for i = 1:n

 for j = i+1:m

  if A(j,i) ~= 0

   G = givens(m,i,j,A(i,i),A(j,i));

   Q = Q*G';

   A = G*A;

  end

 end

end

R = A;

end



function [G] = givens(n,i,k,x,y)

rho = sign(x)*sqrt(x^2+y^2);

c = x/rho;

s = y/rho;

G = eye(n);

G(i,i) = c;

G(i,k) = s;

G(k,i) = -s;

G(k,k) = c;

end


6. Kondition und Stabilitat

6.1. Einfiilhrung

Die Kondition eines mathematischen Problems beschreibt die Abhéngigkeit der Losung
dieses Problems von Storungen, wéhrend die Stabilitat eine Eigenschaft von Algorithmen
ist und deren Abhéngigkeit von Storungen beschreibt.

6.2. Kondition

Gegeben sei das abstrakte Problem
f: X—=Y

X, Y normierte Vektorraume, X enthélt Daten, Y enthélt Losungen.

Im Allgemeinen ist f nicht linear, aber oft stetig. Man betrachtet das Verhalten von f in

einem Datenpunkt z € X.

Ein gut konditioniertes Problem liegt vor, wenn kleine Anderungen (Storungen), der Da-
ten nur kleine Anderungen in f(z) hervorrufen. Andererseits heifit ein Problem schlecht kon-
ditioniert, wenn kleine Anderungen in x € X zu groBen Anderungen in f(z) fithren.

Sei 0, eine kleine Storung der Daten in = und 6; = f(z + 0,) — f(x). Sei D C X eine
Umgebung von Null, die alle zulassigen Storungen von x enthélt; zulassig ist eine Stérung,
wenn f(x +6,) €Y.

Definition 6.2.1 (Konditionszahl):

1. Die absolute Konditionszahl ks von f(z) ist definiert als

e ) i sup 12 o 1= 8) = (@)
BT R A

2. Die relative Konditionszahl k. von f(x) ist definiert als

_ o Bl =M@ @+ 0e) = f@)]l

K := k() := sup - = sup
e 0]l =zl sep [acalli

Annahme: f zweimal stetig differenzierbar.

Taylorentyicklung. o 5~ J(2)0,, wobei J(z) die Jacobimatrix von f(z) sei.
Daraus folgt:
1. /fabs(x) ~ H‘]('T)H

@]
2. K& Hra)]

Die relative Konditionszahl kann zur Charakterisierung der Kondition benutzt werden.

k klein, z.B. 1,107!, 1072 = gut konditioniert
k groB, z.B.  10%, 10'°, 106 = schlecht konditioniert
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Beispiel 6.2.1:
Zu gegebenem x € C soll § berechnet werden:
[:C—=C o3

J(z) =3, |zl = VzTx
@Il _ 3
A V5 ™ el

= Das Problem ist gut konditioniert

Beispiel 6.2.2:
reR, x>0, f(x) =z

J(r) = r&;
1 1
o @zl _ zrall a1
R Y

1f(x
= Quaciratwurze{ziehen ist gut konditioniert

Beispiel 6.2.3:

z,y € C gegeben, f: C* - C, (v,y)—z—vy

(C% 0 lls), (C,]- 1)

Ja,y) = (e ) — (1 —1) 5 | (z,y)]l = 2
Fiir die relative Konditionszahl ergibt sich:

W@ yllllz,yll _ 2max{fe], [y[}
1f (z, )l |z =yl

Die Konditionszahl ist also grof; wenn |z — y| &~ 0, also wenn z und y etwa gleich grofl
sind bzw. viele gleiche fithrende Ziffern haben. Subtraktion zweier gleich grofier Zahlen
(Ausloschung) ist somit ein schlecht konditioniertes Problem.

Kondition von Matrix-Vektor-Multiplikationen

A € C™*™ beliebig aber fest.

f:Ct—=C™
Tz — Az

Mit der Definition 6.2.1 2. der relative Konditionszahl folgt:

Alx + 0, — Az||||z Ad, z z
|| A( M=l _ (H : H) q4|| < |lA]|- @4H
s.ep \ |0z ) [|Az]| | Az||

KR\T) = Su
(@)= s A 5]

Sei nun zunéchst A quadratisch und invertierbar, dann:

A—l
141 = sup 1A7 g 20 el

= > = r(z) < [|A] - A7
vecr Nyl zecn | A2] [ Ax]]

Ist A nicht mehr quadratisch, hat aber vollen Rang, dann
k(z) < [|A]l - [|AT]

Ist A quadratisch und invertierbar, so gelten diese Aussagen auch fiir A~1b.

Daraus folgt Satz 6.2.1.
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Satz 6.2.1:
Gegeben sei eine invertierbare Matriv A € C™*™ und ein Vektor x € C". Fir die relative
Konditionszahl des Matriz-Vektor-Produkts Az = b gilt beziiglich kleiner Storungen

von T | ||
xz _
r(z) < HAHW < [lAll- A7

Analog gilt fiir das Problem, zu einem gegebenen Vektor b € C", das Matriz-Vektor-
Produkt x = A='b zu berechnen, die Abschdtzung der relativen Konditionszahl beziiglich
kleiner Storungen von b

1y 1ol _
K(b) < [|A 1”W < Al - 1471l
Definition 6.2.2 (Konditionszahl einer Matrix):

1. Fir eine invertierbare Matrix A € K™ " definiert man die Konditionszahl als

k= k(A) = [|All - A7

2. Fiir eine Matrix A € K™*" definiert man die verallgemeinerte Konditionszahl
als

r(A) = [|All - [ A7

Die Kondition des Matrix-Vektor-Produkts hangt von der Kondition der Matrix A ab. Ist
sie grof3, so ist das Problem schlecht konditioniert.
Welchen Einfluss hat die Stérung von A, x und b auf die Losung von Az = b7

Satz 6.2.2:
Sei A € K™ invertierbar und sei 64 € K™ eine Matriz, so dass ||[A7|[|da < 1.
1. Dann ist (A+ d4) invertierbar und es gilt

1A~
| A= 19l

I(A+64)7" < -

2. Es seien b € K"\ {0}, &, € K" und z, 0, € K" seien Losungen von Ax =b bzw.
(A+04)(x+06,) = (b+ &), dann gilt:

O k(A 04 Op
19| (4) |<H | H>

el = 1= (AL \ AT [l

Beweis:

1. Seiy e K", y #0

= [T+ A7 5a)y|| > Ilyll = A 3ay]
> [lyll = A~ 0allllyl
= (1 —|A7 64Dl (6.1)
> (1= [|A7 [l Iyl

>0 nach Voraussetzung
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= ] + A71§4 ist invertierbar
Weiterhin gilt: A+ 04 = A(I + A7'04) = A + 4 invertierbar
Setzen wir z = (I + A7 154)y

|a:|| |1+ A5y

(1 — A7 1al) 1yl
= (1= A6l I + A'60) 2]

Fiir beliebiges x € K" gilt:

1
(I+ A5, 2| < — Izl
H L—[[A=H[][oal
1
= [—I—AiléA -1 <
I R T
= @A+ =+ A6 < “Aj“
L—[lA=H|[[oa]
2. Wir subtrahieren Az =b von (A+04)(x+9,) =b+0, =0
= (A+5A)5:c = (Sb — 5,41‘
Somit gilt: d, = (A +d4)7 (6 — daz)
15, | A+ 64)71(6 — 042)|
= =
[z [z
5 (A +82)71|110, — daz]
B |
Satz 6.2.2 1. A~ <H5d| H5A$H>
< +
L—[JA=[oall \ llzl] [l
_ [A~H[1A] [0 [0az]]
L= A7Y oAl | HAl - Al
—_——— | —— \W_/
(e HaAH>
S T @B\ Al

[]

Aus diesem Satz folgt, wie der relative Fehler des Losungsvektors von den Stérungen in

A und b abhangt. Wir sehen, dass sich der relative Fehler HII%HH bei kleinem Anfangsfehler

‘;fﬁ"}' und ”||in” um den Faktor x(A) verstirkt. Ein Gleichungssystem Az = b heifit gut bzw.
schlecht konditioniert wenn x(A) klein bzw. grof ist.
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6.3. Stabilitat

Um ein abstraktes Problem f: X — Y zu l6sen, bendtigen wir einen Algorithmus, den
wir mit f: X — Y bezeichnen. Als relativen Fehler haben wir

1 () = f ()]
1S ()]
Wir nennen einen Algorithmus genau, wenn
1 () — f(2)]
=0
ifwn O

wobei eps die Maschinengenauigkeit ist.

O-Notation (Landau-Notation)

flz) = O(g(m)) bedeutet, dass es eine Konstante ¢ > 0 gibt, so dass

flz) <c-g(x)
fir x — oo oder x — 0.

Beispiel:
sin(t?) = O(t?) fiir t — 0.

Im Hinblick auf Rundungsfehler ist Genauigkeit oft schwer zu erfiillen. Stattdessen fiithrt
man den Begriff der Stabilitéit an.

Definition 6.3.1 (stabil):
Ein Algorithmus f fiir ein Problem f heifit stabil tiir x € X, wenn fiir ein £ € X mit

If(z) = f@)]
If @)

1z — | :
———— = O(eps) gilt:
I

= O(eps)

Ein weiterer wichtiger Stabilitatsbegriff ist der der Riickwartsstabilitat.

Definition 6.3.2 (riickwértsstabil):
Ein Algorithmus f fiir ein Problem f heifit Riickwartsstabil, wenn es fiir jedes © € X
ein T mit

~— = O(eps) gibt, so dass f(x) = f(2)

,Ein stabiler Algorithmus liefert fast die richtige Antwort
auf fast die richtige Frage.”

,Ein rickwartsstabiler Algorithmus liefert die exakte Antwort
auf fast die richtige Frage.
Zitat aus [6]

Frage: Wie genau ist ein riickwértsstabiler Algorithmus?
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Satz 6.3.1:

@)~ £y
e = Ol ers)

wobei k(x) die Konditionszahl des Problems f(x) ist.

Beweis:
[Siehe 6, Theorem 15.1]
O

Welchen Einfluss hat die Konditionszahl auf die Genauigkeit der berechneten Losung eines
linearen Gleichungssystems Ax = b und zwar unabhéngig vom verwendeten Algorithmus?

Sei eps die Maschinengenauigkeit in IEEE-Arithmetik (einfach: 1.19 - 1077, doppelt:
2.22-107'%). Sei A = rd(A) und b = rd(b), wobei rd(-) die Rundung auf die néchste
Maschinenzahl ist. Als Storungen betrachten wir: 0, = A — A und 6, = b — b.

loall _ 1A A
[EVRPY
ol _ o5,
ol =

Um Satz 6.2.2 2. anwenden zu kénnen, bendtigen wir

16.4]]
1>~>k(A) = O(k(A) - eps
1Al ( )
Ist dies der Fall, so folgt
A
I9: < ~4) (c-eps+c-eps)

=] = 1—~r(A)-eps
< c-2-eps- k(A
< 1
= O(eps : K(A))

Diesen Fehler nennt man unvermeidlich, da er nicht vom verwendeten Algorithmus zur
Losung des linearen Gleichungssystems Az = b abhangt.

K(A) = [l A] - |ATH = A4 =1
Die Konditionszahl ist immer grofler als Eins und daher ein Verstiarkungsfaktor. Angenom-

men die Maschinengenauigkeit ist eps = 10~¢ und die Konditionszahl x(A) = 10* dann
kann die Losung einen relativen Fehler der Ordnung 10*~* haben:

H IH <c- 10k‘—t

Bei r(A) ~ 10* ist die Losung auf k — ¢ — 1 stellen genau.
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7. Direkte Verfahren fiir lineare
Gleichungssysteme

7.1. Einfiihrung

— Geodétische Untersuchungen (vgl. Kapitel 5)
— Stromnetze (Graphen) (vgl. Kapitel 3)

7.2. Das Gauflische Eliminationsverfahren

Sei A € K™ eine invertierbare Matrix und b € K" ein gegebener Vektor. Gesucht ist die
Losung z € K" des linearen Gleichungssystems

Az =10 (7.1)

Das GauBlsche Eliminationsverfahren ist aus Linearer Algebra bekannt. Ziel ist es in diesem
Kapitel, sich mit den numerischen Eigenschaften zu beschéaftigen.

A= (aij)ij, b= (bi)i, == (15)

1,121 + CI,LQI'Q + ... 4+ A1 nTyp = bl

a2,171 + a2 22 + ... + A2 nTpn = bg
(7.1) & .

Up1T1 + ApaTy + ... + GpaT, = by

A invertierbar, also det(A) # 0, also existiert ein a;; # 0.
Ohne Einschrankung: a;; # 0.

Somit konnen wir die Variable x; aus den Gleichungen 2, ..., n eliminieren, indem wir von
dem Zeilen 2, ..., n die erste Zeile multipliziert mit [, ; = Zill subtrahieren. Somit erhalten
wir 7
a1l + a12X2 + ... + a1 nTn = b1
+ (a2e —lparo)re + ... + (a2, —lbaain)r, = (b —la1by)
+ (a'n,Q - ln,lal,Q)xQ + ...+ (an,n - ln,lal,n)xn - (bn - ln,lbl)
Somit haben wir noch n — 1 unbekannte x,, ..., x, und das reduzierte Gleichungssystem
a%m + ...+ a%xn = ng)
ag%xg + ...+ agﬂ)@xn = bf)

@ _

a@k = Q4 i,101 k

mit b® =b; — by i k=2,....n
Qi1

lz’,l = a11
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Eliminiert man nun x5 aus den Gleichungen ¢ = 3,...,n und wendet diese Prozedur
rekursiv auf das jeweils entstandene kleiner Gleichungssystem an, so erhalten wir ein
aquivalentes Gleichungssystem der Form:

1171 + a12T2 + 41,373 + ... + A1 n—1Tp—1 + a1 ndn = bl
a%wz + a%:vg + ... 4+ aéz,)l 1Tn-1  + a%xn = bg)
ag?%_lxn,l + ag’%xn = b:(f’)
a4 al e, = b
agf)lxn =
mit den Koeflizienten a ~ und bj definiert durch
k+1
a( k] ) — J —1; kak ]
d*”_b>—zb firk=1,...,nundi,j=k+1,...,n
o®
L = ”j
k

Das Gaufsche Eliminationsverfahren bringt das Gleichungssystem auf Dreiecksgestalt und

Zn, ..., 27 lassen sich durch Riickwértssubstitution berechnen. In Rechnerarithmetik kann
folgendes Problem auftreten: [;; kann sehr grofi werden und in aEIEH) = (k — lira k J

konnen signifikante Ziffern verloren gehen.

e 1
1 1
In exakter Arithmetik: a% =1-1

In Rechnerarithmetik: rd(a%) = —é, wenn ¢ sehr klein bzw. ¢ < 1.
Dies ist aber die Losung des Gleichungssystems mit as o = 0.

Beispiel:

™

Zur Vermeidung dieses Problems betrachtet man die Strategie der Spaltenpivotsuche.

Dabei nennt man die Diagonalelemente, unterhalb derer die Spalte eliminiert werden
soll, Pivotelemente. Im k-ten Eliminationsschritt werden also die k-te und m-te Zeile
vertauscht, wobei m definiert ist durch

| = max [af)

Aus der Invertierbarkeit von A folgt agi?k # 0 und aus der Maximalitat folgt die obere
Schranke

li,k‘<1; 1=k+1,...,n

Vollstandige Pivotsuche

Im k-ten Eliminationsschritt werden die Spalten k£ und s und die Zeilen k£ und r vertauscht,
wenn
ja®)| == max |aff|
k<i,j<n
Die Spaltenpivotsuche benétigt im worst case O(n?) Vergleiche.
Die vollstindige Pivotsuche benotigt im worst case O(n?) Vergleiche.
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Die Spaltenpivotsuche ist in der Regel ausreichend, die vollstandige Pivotsuche wird nur
in Spezialfdllen angewendet.

Algorithmus 7.2.1 Gaufisches Eliminationsverfahren mit Pivotsuche

Voraussetzung:
Es sei bereits ein Programm SWAP(A) vorhanden, welches die Pivotsuche durchfiihrt
(Spaltenpivotsuche oder vollstindige Pivotsuche).

1. Elimination:
1: for k <+ 1 ton do

2 A = SwAP(A)
3 fori < k+1tondo
4 — Gik
k. k
5 for j < k+1tondo
6: am- = CL,’J — lak,j
7 end for
8 end for
9: end for

2. Riickwartssubstitution:

1: for k< ntoldo
2 = by

3 fori+ k+1tondo
4: T = T — Qi Ts

5: end for

6 Lk

7

Qg k
end for

T =

Aquilibrierung

Meist fithrt man vor dem GaufB-Algorithmus eine sogenannte Aquilibrierung durch, d.h.
man multipliziert mit einer Diagonalmatrix D die alle Zeilensummen der Matrix auf eins
transformiert.

-1
Arx =b< DAz = Db mit d; = <Z|a”])
j=1

Ziel dieser Skalierung ist es, die Konditionszahl des Gleichungssystems zu verringern, was
den Einfluss von Stérungen der Eingabedaten (z. B. durch Rundungsfehler) auf die Lésung
verringert. Aquilibrierung ist eine Moglichkeit der Vorkonditionierung linearer Gleichungs-
systeme, allerdings im Regelfall nicht besonders effektiv, da die durch die Diagonalmatrix
gegebene Approximation der Inversen nicht gut ist.

Bei der vollstindigen Pivotierung wird vor der Durchfithrung eine Aquilibrierung, sowohl
zeilenweise als auch spaltenweise, vorgenommen.
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7.3. Anzahl der Rechenoperationen
Wir fassen eine Multiplikation bzw. Division und eine Addition bzw. Subtraktion zu einer
sogenannten floating point operation (kurz: flop) zusammen.

1 flop = 1 Multiplikation/Division + 1 Addition/Subtraktion

Die Komplexitét eines Algorithmus wird haufig durch flops gekennzeichnet. Man bedient
sich dabei meist der Landauschen O-Notation. Bezeichnet N, die Anzahl flops, des k-ten
Eliminationsschrittes, so gilt:

N =(n—k)’+0Mn—k)

In Komplexitatsabschitzungen werden meist nur Terme hochster Ordnung betrachtet. Als
Aufwand fiir die GauB-Elimination erhalten wir somit:

nz_:lNk = nz_:l(n— k)2 +O(n —k)
- o)

7.4. Die LR-Zerlegung

Definition 7.4.1 (LR-Zerlegung):
Seien A, L, R € K™" wobei L eine untere und R eine obere Dreiecksmatrix sei, So

dass
A=LR

Diese Produktdarstellung heiit L R-Zerlegung der Matrix A.

Aus einer gegebenen LR-Zerlegung A = LR erhéalt man die Losung von

Ar=b<s L Rx =b
~—

=y
wie folgt:
1. Lose Ly = b
2. Lose Rx =y

Im ersten Schritt wird durch vorwértseinsetzen (MATLAB-Implementierung) die selbe
rechte Seite aus b erzeugt, wie bei der Gau-Elimination. Im zweiten Schritt berechnet man
hieraus die Losung durch riickwértseinsetzten (MATLAB-Implementierung). Man sieht
leicht, dass mit R = (71);x und L = (l; )i gilt:
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% Diese Funktion berechnet die Loesung eines linearen Gleichungssystems,
% wobei die Matrix L eine untere Dreiecksmatrix sein muss. Dazu wird das
% sog. Vorwaertseinsetzen verwendet.
%
% Eingabeparameter:
% L : Untere n x n Dreiecksmatrix
% b : Rechte Seite, Vektor der Laenge n
%
% Ausgabeparameter:
% x : Loesung des linearen Gleichungssystems, Vektor der Laenge n
function [x] = Vor(L,b)
% Bestimmt die Laenge des Vektors b
n = length(b);
% Legt den Loesungsvektor x mit Nulleintraegen an
x = zeros(n,1);
% Berechnet den ersten Eintrag von x
x(1) = b(1)/L(1,1);
% Schleife ueber die Eintraege 2 bis n von x
for i = 2:n
 % Setzt den i-ten Eintrag von x gleich dem i-ten Eintag von b
 x(i) = b(i);
 % Matrix-Vektormultiplikation ueber die bereits bekannten Komponenten
 % Deshalb Schleife ueber 1 bis i-1
 for j = 1:i-1
  % Produkt ausrechnen und Ergebnis subtrahieren
  x(i) = x(i)-L(i,j)*x(j);
 end
 % Skalierung mit dem Diagonalelement
 x(i) = x(i)/L(i,i);
 % Kurze Schreibweise
 % x(i)=(b(i)-L(i,1:i-1)*x(1:i-1))/L(i,i);
end
end


% Diese Funktion berechnet die Loesung eines linearen Gleichungssystems,
% wobei die Matrix R eine obere Dreiecksmatrix sein muss. Dazu wird das
% sog. Rueckwaertseinsetzen verwendet.
%
% Eingabeparameter:
% R : Obere n x n Dreiecksmatrix
% b : Rechte Seite, Vektor der Laenge n
%
% Ausgabeparameter:
% x : Loesung des linearen Gleichungssystems, Vektor der Laenge n
function [x] = Rueck(R,b)
% Bestimmt die Laenge des Vektors b
n = length(b);
% Belegt den Vektor x der Laenge n mit Nullen vor
x = zeros(n,1);
% Setzt den n-ten Eintrag des Loesungsvektors
x(n) = b(n)/R(n,n);
% Schleife ueber n-1 bis 1 um die weiteren Eintraege von x zu berechnen
for i = n-1:-1:1
 % Setzt den i-ten Eintrag von x gleich dem i-ten Eintag von b
 x(i) = b(i);
 % Matrix-Vektormultiplikation ueber die bereits bekannten Komponenten
 % Deshalb Schleife ueber i+1 bis n
 for j = i+1:n
  % Produkt ausrechnen und Ergebnis subtrahieren
  x(i) = x(i)-R(i,j)*x(j);
 end
 % Skalierung mit dem Diagonalelement
 x(i) = x(i)/R(i,i);
 % Kurze Schreibweise
 % x(i)=(b(i)-R(i,i+1:n)*x(i+1:n))/R(i,i);
end
end


Direkte Verfahren fiir lineare Gleichungssysteme

- bl - Yn
Y1 - 7[ Tp =
1,1 7”n,n
by — Z2,1?J1 _ Yn—1 — Tn—1,nTn
Y2 = e E— In-1 =
[ T
2,2 und n—1,n—1
B bn — ln71y1 —_— e — ln,n—lyn—l T _ Y1 — r1,2x2 —_— e — T17n$n
Yn = I 1,1
n,n )

Jeder dieser Prozesse benotigt "—22 + O(n) flops.

Existenz und Konstruktion einer L R-Zerlegung

Elementarmatrix L; € K" j € {1,...,n} ist definiert als

L; = (61 eg - €1 Ui oejpr o en en)
wobei die e;, 7 = 1,...,n die Einheitsspaltenvektoren sind und /; € K" ist ein Spaltenvektor
der Form y

L 00 --- % ~liyry o —lny

J j-ter Eintrag
Die Matrix L; sieht wie folgt aus:

1 0 --- T
0 1 :
0 1
Li=|: S
—ljr2; 0
: : : : 1 0
0O --- 0 —lnj o --- 0 1
j-te Spalte

Eigenschaften von Elementarmatrizen

H
1. Anwendung auf einen Vektor a = (a1 . an) :
ai ai
L.l % | = aj
J
@j11 ajp1 = liv,5;
G, Ay, — ly ;05
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ay
2. Anwendung auf eine Matrix A = | : |, wobei a;, i = 1,...,n die Zeilenvektoren
an
von A sind:
ay
a1
a[ .
i1 = ljy1,0;
Qnp .

ap = ln ja;

Sind die /; ; wie im GaufBlschen Eliminationsverfahren gewahlt, so entspricht L;A
dem j-ten Eliminationsschritt im Gaufischen Eliminationsverfahren

3. L, ist invertierbar, da aus 1. sofort folgt:

La=0&a=0

4. Als Inverse der Elementarmatrix L; haben wir:

1 0 --- R
0 )
0 1
—1 o .
L= iy, 1
lit2; 0
: 1 0
0 0 ln 0 0 1
T
j-te Spalte
5. Fir 5 < k gilt:
1 0 0
0 1
0 1
b=y
L]Lk — . .
0 1
e
~lpyor O
: : : : : : : 1 0
0O --- 0 —lnj 0o --- 0 —lnk 0 0 1
) )
Jj-te Spalte k-te Spalte
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Wir benotigen noch Permutationsmatrizen, die uns erlauben, die Zeilen- und Spaltenver-
tauschungen beim Gaufischen Eliminationsverfahren zu beschreiben.

Sei {i1,...,4,} eine Permutation von {1,...,n} und es sei ¢; der i-te Einheitsvektor. Dann
heif}t
H
P = <6i1 e Bin)
die zur Permutation {iy,...,7,} gehorige Permutationsmatrix.

Eigenschaften von Permutationsmatrizen

H
1. Anwendung auf einen Vektor a = (a1 . an) e K"
Ay
Pa=1| :
CLZ‘n
ai
2. Anwendung auf eine Matrix A = | : | € K®*" mit den Zeilenvektoren a;,
Qp,
1=1,...,n
H
PA:(CLil ain)
Dies fithrt auf die Vertauschung von Zeilen entsprechend der Permutation
3. Anwendung einer Matrix A € K™*" mit den Spaltenvektoren a;, i = 1,...,n auf
PH:
APH = (al an) PH

2.
=\ ... G,

Dies entspricht der Vertauschung der Spalten entsprechend der Permutation

4. Permutationsmatrizen sind invertierbar: P~' = PH, d.h. Permutationsmatrizen sind
unitar (orthogonal fir K = R)

Sei nun P eine Permutationsmatrix, welche nur Zeilen unterhalb der j-ten Zeile vertauscht.
In der Permutation {i1,...,%,} von {1,...,n} gilt fiir die ersten j Indizes: 4; = 1,...,4; = j.
Dann gilt PL;P" = ij, wobei ﬁj wie L; aufgebaut ist, nur fir £ > j gilt [A/;w =l;, ;. Dies
folgt aus der Darstellung:

1 0 0
0 1
0 1
PL;P"=P|I+ e, 1 pPH
—ljt2; 0
: : : : 1 0
0 -+ 0 —l,; 0 0 1
j-te STpalte
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Hieraus folgt mit 4. sofort die Behauptung. Wir werden nun das Gauflsche Eliminations-
verfahren mit Hilfe von Permutationsmatrizen und Elementarmatrizen beschreiben. Dazu
seien

o P, := Permutationsmatrix, welche die Zeilenvertauschung vor dem j-ten Eliminati-
onsschritt ausfiihrt, z. B. bei der Spaltenpivotsuche. Bei Anwendung von P; werden
also nur die Zeilen j,...,n vertauscht.

o) .
e L; := Elementarmatrix mit /; ; :== —%, i = j+1,...,n, wobei agj) das 1, j-te Element

J5J
der durch vorangegangene Elimination und Permutation transformierten Matrix A

vor Beginn der j-ten Elimination und nach der Permutation ist.

Das GauBsche Eliminationsverfahren lautet dann:
Ly 1Py q-...- LoP, L1 Pi(A|b) = (R y)
Diese Produktdarstellung lasst sich noch vereinfachen indem wir:
P.L; = [3ij fiir £ > j ausnutzen
Bezeichnen wir die in den Zeilen k > j ,permutierte” Elementarmatrix ij mit L? , so gilt:

Ly 1Py 1. - LyPoL Pl =Ly P,y -... - LsP3L, 3P, P
= Lp 1Py 1-... - LsL3P L2 PP
= Lnflpnfl teel L3L§(L%)3P3P2P1

= Ln_lin_gfzn_g et EQI/lpn—l et PQPl

wobei die Ej die entsprechend permutierten Elementarmatrizen L; sind. Die Elementar-
matrizen sind invertierbar, daher erhalten wir die linke Dreiecksmatrix

und die Permutationsmatrix
P::Pn—l'---'P2P1

= PA=LR

Damit haben wir folgenden Satz bewiesen.

Satz 7.4.1 (Existenz der LR-Zerlegung):
Zu jeder Matriz A € K™*" gibt es eine Permutationsmatriz P, eine linke Dreiecks-
matric L = (1;;);; mit l;; =1, i = 1,...,n und eine rechte Dreiecksmatriz R, so
dass

PA=LR

Der Satz 7.4.1 ist ohne Permutation im Allgemeinen falsch.
Ein Programm, welches die LR-Zerlegung einer (eventuell) permutierten Matrix A berech-
net, erhalt man aus Algorithmus 7.2.1 zur Gauf-Elimination.

Man speichert die Werte [ = ZTIZ als [; , ab und erhélt so die untere Dreiecksmatrix L. Die

obere Dreiecksmatrix R entsteht aus A durch iiberschreiben. Die Permutationsmatrix P
erhalt man schliefflich aus dem Produkt aller durchgefithrten Zeilenvertauschungen.
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Lost man ein lineares Gleichungssystem mit der L R-Zerlegung, so hat man beztiglich des
Rechenaufwandes keinen Vorteil, sofern man das lineare Gleichungssystem nur fiir eine
rechte Seite 16st. Aufwand: O(n?).

Hat man mehrere rechte Seiten, muss die L R-Zerlegung nur einmal durchgefiihrt werden.
Es muss dann fiir jede rechte Seite nur eine Vorwérts- und eine Riickwartssubstitution
durchgefiithrt werden.

Der Aufwand betriagt dann O(n?).

Um aus einer gegebenen LR-Zerlegung PA = LR die Losung von Az = b zu erhalten
muss man folgendermaflen vorgehen:

1. Lose Ly = Pb
2. Lose Rx =y

Algorithmus 7.4.1 LR-Zerlegung mit Spaltenpivotsuche

1 function [L,R,P] = LR(A)

2 n = size(A,1);

3 J = 1:n; % row index vector (to be permuted)

4 for k = 1:n

5 % determine the maximal value a_max

6 % and its index in the _shortened_ vector abs(A(k:n,k))
-

8

9

[a_max i_max_rel] = max(abs(A(k:n,k)));
if (a_max > A(k,k)) % need to swap?
i_max = (k-1) + i_max_rel; J add offset to get row index
10 tmp_row = A(i_max,:); 7% exchange k-th row with pivot row

11 A(i_ max,:) = A(k,:);

12 A(k,:) = tmp_row;

13 tmp = J(i_max); ’ permute corresponding row indices
14 J(i_max) = J(k);

15 J(k) = tmp;

16 end
17 % eliminate k-th entry in i-th row k+l1 <= i <= n
18 for i = k+1l:n

19 1 ik = A(i,k) / A(k,k);
20 A(i,k:n) = A(i,k:n) - 1_ik * A(k,k:n);

21 A(i,k) = 1_ik; % store 1_ik in eliminated entry
22 end
23 end

24 L = tril(A, -1) + eye(n);
25 R = triu(A);

26 P = eye(n); ' create permutation matrix
27 P = P(J,:);
28 end

Korollar 7.4.1.a:
FEs sei PA = LR die LR-Zerlegung der Matriz A. Dann gilt

det(A) ==t H Tij
i=1

wobei das Vorzeichen in det(A) positiv ist, wenn eine gerade Anzahl an Zeilenvertau-
schungen vorgenommen wurde. Dementsprechend ist es negativ wenn eine ungerade
Anzahl an Zeilenvertauschungen vorgenommen wurde.
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7.5. Ruckwartsstabilitat

Wir fithren den komponentenweisen Betrag einer Matrix M = (m; ;); ; ein:

|M| = (!mz‘,j\)m

Satz 7.5.1:
Sei A € K"™" eine Matriz, die eine LR-Zerlegung besitzt. Dann erfiillen die berechneten
Faktoren L und R der LR-Zerlegung die Gleichung

A+6,=LR
mit einer Storung 64 € K™, fiir die gilt:
|64 <3-(n—1)-eps- (A+ LR) + O(eps?)
Satz 7.5.2:

Seien L und R die berechneten Faktoren der LR-Zerlegung der Matriz A € K"*".
Beim losen von Ly = b und Rx = ¢ ergibt sich

(A+ E)E =b

mit |E| <n-eps-(3-|A|+5-|L||R|) + O(eps?).

Bemerkung 7.5.1:
Ohne Pivotsuche kénnen die Faktoren |L| und | R| groff werden. Da Permutationen ohne
Rundungsfehler durchgefithrt werden kénnen, gilt Satz 7.5.2 auch fiir PA, wobei P
eine entsprechende Permutationsmatrix ist, die durch Spaltenpivotsuche entsteht. Bei
Spaltenpivotsuche wissen wir, dass fiir die Elemente s j der Matrix L die Abschétzung
|lw| < 1 gilt. )

[Llloo <,

Aus Satz 7.5.2 ergibt sich
1B <n-eps-(3-[|All +5n- ||Rll.) + Oleps?)

Es bleibt || R||. gegen ||A||,. abzuschitzen. Dazu definieren wir den Wachstumsfaktor
pn(A) als

wobel amax der Betrag des betragsméBig grofiten Elements ist, welches im Laufe der
GauB-Elimination in allen Matrizen A = A®W ... A™ = R auftritt.

HRHOO <n ”@af(. ‘7"1]‘ <N Qpax und mafc. |am| < HA”
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5 amax
= Rl <n- || All
> 1Al >

N - Omax

77777

=n-pu(A) - Al
i\WH <n- WS(%AH<+Wf¢MM%HNkJ+O®m5

n? ist hier mathematisches Artefakt. Wichtig ist der Wachstumsfaktor p,(A). Die Riick-
wartsstabilitdt der GauB-Elimination hangt von der Gréfie des Wachstumsfaktors p,,(A)
ab.

Satz 7.5.3:
Fir eine beliebige Matriz A € K™" und die Gauf-Elimination mit Spaltenpivotsuche
erfillt der Wachstumsfaktor die Bedingung

pn(A) < 2"

Ist die Abschétzung in Satz 7.5.3 scharf?
Beispiel 7.5.1 (Wilkinson):

1 0 ... 0 1
—1
A= 0 e R™*"
S
—1 -1 1

Man rechnet leicht nach, dass sy = 2"~ und somit ist p,(A) = 2"71.

Uberraschendes Ergebnis: Fiir allgemeine Matrizen A ist die GauB-Elimination nicht riick-
wartsstabil. Fiir die meisten in der Praxis vorkommenden Matrizen ist der Wachstumsfaktor
nicht so grof.

Fiir symmetrische (hermitesche) positiv definite Matrizen gilt:

Mit statistischen Hilfsmitteln kann gezeigt werden, dass die GauB-Elimination mit Spal-
tenpivotsuche fiir eine groffe Klasse von praxisrelevanten Matrizen riickwartsstabil
ist, siehe z. B. [6].

Wenn wir nun Az = b mit Hilfe der Gaufl-Elimination mit Spaltenpivotsuche gel6st haben,
so stellt sich die Frage, ob fiir die berechnete Losung Z gilt:

(A+ E)Z = b mit ||||A|||| O(eps)? (7.2)

Sei nun (A + E)Z = b, dann betrachten wir das Residuum

r=b—Ax
=0=b—(A+E)t=r—FEx (7.3)
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Mit Hilfe des Residuums werden wir ein Kriterium zur Uberpriifung von (7.2) entwickeln

(7.3) = lIrlly = [I1EZ], < £, - 7]l

_ Rl o il
1ALy = WAl - (121

(untere Abschétzung)

Hat das relative Residuum eine grofie Norm, so kann (7.2) nicht erfiillt sein. Dies

All,- |7
gilt auch fiir die MatrixnorrHH.HQ e
Es gilt auch die Umkehrung: Ist die euklidische Norm des relativen Residuums ,klein®, so
gilt (7.2). zu zeigen: Es existiert eine Matrix £ mit (A + E)Z = b und kleiner Norm || E||,.
Dazu definiere .
rT

1215

Man sieht leicht, dass fiir das dyadische Produkt yz" mit y, z € K" gilt:

ly="ll, = llyllzl=1l,

Hieraus folgt

1B, = Irzlly _ lrllalizlly _ Ay 1A Il
R | 1215 121, 2IAllL 1],
Des weiteren gilt
ri'x
T
und somit auch
(A+ E)Yt =10

Eine analoge Aussage kann mit etwas mehr Aufwand fiir die Maximumsnorm bewiesen
werden [vgl. 7].
Zusammenfassend kann man sagen, dass die Norm des relativen Residuums, also

[
LA l1z]]

ein verldsslicher Stabilitdtsindikator ist, wobei || - || die euklidische Norm oder die
Maximumsnorm sein kann.

7.6. Die Cholesky-Zerlegung

In diesem Abschnitt werden wir uns mit hermitesch bzw. symmetrisch positiv definiten
Matrizen beschéftigen. Die L R-Zerlegung ist in diesem Fall wesentlich einfacher.

Zur Erinnerung: Grundlagen aus der Linearen Algebra

Sei A € K™ dann gilt

1. Ist K = C, dann heift A hermitesch, falls A" = A
Ist K = R, so heifit A symmetrisch, falls AT = A

69/188



Direkte Verfahren fiir lineare Gleichungssysteme

2. Ist A hermitesch, so ist (Az,y), = (y, Ax), reell und A besitzt nur reelle Eigenwerte
sowie ein zugehoriges Orthonormalsystem aus Eigenvektoren

3. Ist (Ax,z) > 0 V0 # 2 € K, so heifit A positiv semidefinit
Gilt die strenge Ungleichung V0 # = € K", so heifit A positiv definit

4. Die Untermatrizen Ay := (a;;)1<ij<k, k = 1,...,n, der hermiteschen Matrix sind ge-
nau dann positiv definit, wenn A positiv definit ist. Somit sind alle Diagonalelemente
einer hermitesch positiv definiten Matrix positiv

5. A hermitesch positiv definit <= alle Eigenwerte von A sind positiv

Satz 7.6.1:
Sei A € K™ eine hermitesch bzw. symmetrisch positiv definite Matriz. Dann existiert
genau eine obere Dreiecksmatriz R € K"*" mit positiven Diagonalelementen, so

dass
A= R"R

Diese Zerlequng heifst Cholesky-Zerlegung.

Beweis (per vollstdndiger Induktion):
n = 1: trivial v

n — 1+ n: Der Satz ist richtig fiir n — 1. Da A positiv definit ist, ist auch die Untermatrix
A, 1 positiv definit und besitzt genau eine Cholesky-Zerlegung A, | =

Dann gilt die Zerlegung

wenn folgende Gleichungen erfiillt sind
RN r=c
rr + 8% =«

Offenbar ist die erste Gleichung eindeutig losbar, da R,,_; invertierbar. Somit existiert ein

eindeutig bestimmter Vektor » und aus der zweiten Gleichung erhalten wir 5% = a — r'r.

Betrachte

0 < det(A) = det(R") det(R)
= |det(R,_1)[* 5>

Also ist 32 > 0 und somit existiert ein eindeutig bestimmtes 3 > 0.

[]

Der Beweis liefert uns direkt einen Algorithmus. Sei A = RHR die Cholesky-Zerlegung
von A, dann gilt folgender Zusammenhang zwischen dem a;; und dem r; .

j
Qe =D Tiglik k>]
=1
k

Al = Z|Ti,k|2

=1
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Hieraus ergibt sich folgender Algorithmus:

Algorithmus 7.6.1 Cholesky-Zerlegung

1: for £ <+ 1 ton do
2: for j <~ 1tok—1do
ajn = Yl Ty

3 Tj,k = E—

T4
4 end for

k—1 2
5 The = \/ ke — 2oimi |Tikl

Im Anhang befindet sich eine MATLAB-Implementierung

Der Aufwand der Cholesky-Zerlegung entspricht %3 + O(n?) flops und betrigt somit
etwa die Halfte des Aufwands einer LR-Zerlegung. Hat man die Cholesky-Zerlegung
A = RMR einer hermitesch positiv definiten Matrix berechnet, so 16st man das lineare
Gleichungssystem Ax = b wie folgt:

1. Lose Ry =b
2. Lose Rx =y

Wachstumsfaktor fiir die Cholesky-Zerlegung: p,(A) € O(1).
Die Cholesky-Zerlegung ist riickwartsstabil.
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function [L,R] = LR_Cholesky(A)

n = length(A);

L = zeros(n,n);

for i = 1:n

 L(i,i) = sqrt(A(i,i) - L(i,:)*L(i,:)');

 for j = i+1:n

  L(j,i) = (A(j,i) - L(i,:)*L(j,:)')/L(i,i);

 end

end

R = L';

end


8. Polynominterpolation

8.1. Einfiihrung

A y
J Ys
1 [ ]
4 Y
Y4
[ ]
Yo
[ ]
X1 ) €3 Xyq - X1 X2 X3 Xyq Ty -
Problem:
Sei

Pn:{Zakxk:x,ake(C, k:(),...,n}

k=0
die Menge aller Polynome mit komplexen oder reellen Koeffizienten vom Grad < n.
Gegeben seien n + 1 Stiitzpunkte (x;,y;,) € C% i =0,...,n.
Gesucht ist ein Polynom p € P, mit p(z;) =y; Vi =0,...,n.

8.2. Lagrange-Interpolation

Satz 8.2.1 (Existenz und Eindeutigkeit):
Zu beliebigen n + 1 Stutzpunkten (x;,vy;), i = 0,...,n mit v; # x firi # k existiert
genau ein Polynom p € P, mit p(x;) =y; Vi =0,...,n.

Beweis:

1. Eindeutigkeit:
Annahme: 3py, pa, so dass p1(z;) = po(z;) = y; Vi
=p=p1—p2 €L A p(z;)=0
= p ist Polynom vom Grad < n mit mindestens n + 1 Nullstellen
=p=0=p=p

2. Existenz (konstruktiv):
Nach Lagrange konstruieren wir spezielle Interpolationspolynome L; € P,

1, fallsi=%k%
i=0,...,nmit Li(zy) =6 = { ) A . Folgende Polynome besitzen diese
0, sonst

Eigenschaft: L;(x) = [Ti—o (“‘”‘x’“ ) Das Interpolationspolynom p ergibt sich durch
ki

T;—Tp

die Lagrangesche Interpolationsformel:

0
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Bemerkung 8.2.1: -

1. Das Interpolationspolynom p € P, hangt linear von den Stiitzwerten y;,
1=20,...,n ab

2. Fiir praktische Rechnungen mit grofler Anzahl Stiitzstellen n € N ist dieser
Ansatz weniger geeignet

3. Das Lagrangeinterpolationspolynom ist niitzlich, wenn viele Interpolations-

probleme mit gleichen Stiitzstellen x;, ¢ = 0,...,n aber jeweils verschiedenen
Stiitzwerten y;, i = 0, ..., n gelost werden miissen
Beispiel:
i |0 1 2 n v
— Tk
5|0 1 3 Liz) = > i 1 ( )
yi |1 3 2 =0 kg N TR

Gesucht ist p € P, mit p(z;) =y;, i =0, 1, 2.
Dazu berechnen wir zunachst die L;, 1 = 0,1, 2:

Lo(z) = (x —x1)(x — 29) _ (x —1)(x—3) _ (x —1)(x —3)
(xo —x1)(xg —2)  (0—1)(0—3) 3
Ly(x) = (x — z0)(x — 22) _ (x —0)(x — 3) _ z(3 —x)
(x1 —xo)(x1 —22) (1 —0)(1 —3) 2
o) = (x — xo)(x — 1) _ (x —0)(z —1) _ z(r —1)
La(@) (2 — o)(wa — 1) (3—-0)(3—1) 6
Aus der Lagrangeschen Interpolationsformel folgt:
p(z) = yoLo(z) + y1L1(z) + y2La(x)
(x —1)(x — 3) z(3 — ) z(z —1)
=1 3 +3. T +2- T
B —52% + 172 + 6
B 6
Probe: p(0) =1
p(1) =3
p(3) =2

Der Nachteil der Lagrangeschen Darstellung des Interpolationspolynoms ist, dass bei
Hinzunahme einer weiteren Stiitzstelle x,,.1 alle Berechnungen erneut durchgefithrt werden
miissen.

Wiinschenswert ware eine Darstellung, bei der die vorherigen wiederverwendet werden
kénnen. Eine solche Darstellung liefert die Newtonsche Interpolationsformel.
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8.3. Newtonsche Interpolationsformel und dividierte
Differenzen

Um ein Interpolationspolynom p € P, mit p(x;) = y;, ¢ = 0,...,n zu finden, machen wir
folgenden Ansatz:

p(z) = po,,..n(T)
=ag+ a (v — o) + as(z —x0)(x — 1) + -+ ap(r —x0)(x — 1) ... (T —281) € P,

Aus p(z;) = y;, i = 0,...,n erhalten wir folgende Bestimmungsgleichungen:
p(w0) = ag = Yo
p(z1) = ag + ar(zy — o) =

plan) = ag + ar(xy, — x0) + az(z, — o) (X — 1) + -+ + an(y — x0)(Tp — 21) . (Tp — Tp1) = Yn

Die Koeffizienten a;, i =0, ...,n des Interpolationspolynoms py 1. ,(x) kénnen hieraus
mit n Divisionen und n(n — 1) Multiplikationen berechnet werden. Es gibt einen weiteren

Ansatz, der nur % Divisionen benoétigt, die sogenannten dividierten Differenzen.

Definition 8.3.1 (dividierte Differenzen):
Gegeben seien die Stiitzpunkte (x;,y;), ©=0,...,n, dann definieren wir die
dividierten Differenzen als

1. [yz] =Y, i:O,...,n
[yi+17' 0o 7yk] - [yla 000 ?ykfl]

2. [Yiy oo yk] = , 0<i<k<n
Ty — T
Beispiel:
[y1] — [wo] Y1 — Yo
[y()?yl] = =
Tr1 — X T — Zo
Yo — W1 Y2 —
s 1a] = [ve] — [y1] _
Tog — X1 To — 1
- [Z/17y2] - [y07y1] o 1 Y2 — U1 Y1 — Yo
[Yo, Y1, Y2] = = -
To — X To — Tog \To2 — T1 1 — X

Berechnet man die dividierten Differenzen per Hand, so ist es niitzlich, diese in folgendem
Differenzenschema anzuordnen:

Zo [?Jo]
[907 yl]
I [yl] [y07 Y1, 92]
[yh ?JQ] [yo, Y1, Y2, y3]
T2 | [y2] (Y1, Y2, 3]
[92, 93]
3 [?Js]
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Satz 8.3.1 (Rekursionsformel nach Neville):
Es sei p;,.. g1 € Pry1 also nach Satz 8.2.1 eindeutig bestimmte Interpolationspolynom

mit p;g1(x;) =y, j=0,...,k+ 1. Dann gilt:

( — z)pit1,. p+1(@) + (Tps1 — 2)pi, k() (8.1)
Tpt1 — X4

pz‘,...,k+1(9€) =

Beweis:
Einsetzen in die rechte Seite von (8.1) ergibt:

ik (i) = Yi
= pi,...,k+1($i)
pz‘+1,...,k+1($k+1) = Y41
= Diy.oo ot 1 (Ths1)

=Y; =y;
(25 — 23) Pigr,opor1 (25) +(@pir — 25) Pi(@5)  (Topr — i)y,
Trt1 — L4 Tht1 — T4 J
Pkt (Ty), =i+ 1k g iy o @y 931J+1
Die Behauptung folgt direkt mit Satz 8.2.1, da p; . x+1(x) hiernach eindeutig bestimmt ist.

O

Satz 8.3.2:
Fiir die Koeffizienten des Newtonschen Interpolationspolynoms po 1. n(x) € P, gilt:

a"i:[y()?yl)"')yi]; i:(),...,n

Beweis (per vollstiandiger Induktion):
Induktion iiber m =k —1:

sz(I) = [yz] + [yi;yi—&-l](ff - %) + ...+ [yi, cen ,yk]($ - 961) NI (IE - %—1)

Da p; € Py konstanten: p;(z;) = y; ergibt sich fir den Induktionsanfang m = 0.

pi(z;) = y; = [y;]. Im Induktionsschluss sei die Behauptung fir m > 0 richtig, es gilt also
Piveie(2) = [Yir - - )" + q1 € Po—y mit ¢ € Py—yj—y und

Pictokt1(T) = Wit - Ypi1]2¥ 7 4+ @ € Pr_; mit go € Py_;_1. Aus der Rekursionsformel
nach Neville folgt:

(x — x)pis1,. k1) + (Xps1 — T)pi_ k()

pi,..‘,kJrl(x) =
Lh+1 — Tj
Induktions- ( = 2)[Yir1s - Ykr] + (@1 — 2)[yis - 7yk]xk—i P
Vorauss_‘etzung Tl — L5 1
_ [Yit1s - Yur1] = [Yis - Ukl =
Lh+1 — i
Definition 8.3.1 ' k—it+1
dividierte]_)iﬁerenzen [y“ Y yk+1]x R
= Wis -yl (@ — i) - (=) + g

Hierbei sind rq, 175,73 jeweils passende Restpolynome aus Py_;. Weiterhin gilt fiir j =
i,...,k: r3(x;) = pi_k+1(x;) = y;. Da das Interpolationspolynom p;  x(x) € Py_; mit
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Nach Induktionsvoraussetzung ist r3(z) aber schon in Newtonscher Interpolationsform
und somit folgt die Behauptung.
O

Beispiel:

Das zugehorige Differenzenschema der dividierten Differenzen:

0

-1 9 5}
1| 3 2 = —5
2-3 _ _1
3-1 2
31 2
Wir erhalten:
i) 17 5
p(x) =Pyio(r)=1+2r— —2(z—1) =1+ —2 — ~2?
- 6 6" 6
Fiigen wir noch eine Stiitzstelle hinzu, z. B. x3 = 2, y3 = 4, so lautet das Differenzenschema:
0
5
1] 3 _Z
6
1 1
2 3
3
31 2 -3
—2
2 | 4

Somit ergibt sich fiir das Interpolationspolynom:

5 1
p(x) =Po1a3(x) =1+ 22 — éx(a: —-1)— gx(a: —1)(z —3)

8.4. Interpolationsfehler

In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, welchen Fehler man macht, wenn man eine
gegebene Funktion f durch ein Polynom p approximiert, so dass f und p in bestimmten
Stiitzstellen x; tibereinstimmen.

Es sei f € C"*Y([a,b]), [a,b] C R und z; € [a,b], i = 0,...,n. Die Stiitzstellen seien
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paarweise verschieden, d. h. x; # x; fiir ¢ # j. Die Stiitzwerte seien durch

gegeben. Mit p € P, bezeichnen wir das eindeutig bestimmte Interpolationspolynom mit

p(z;) =y, i =0,...,n. Fur ein beliebiges x € [a, b] sei I, das kleinste Intervall, welches
die Punkte z,...,z, und x enthéilt.
Satz 8.4.1:

Zu jedem x € [a,b] existiert ein & € I, so dass

_ d(nt+1)

mit w(z) = Ilj—(z — z;) und fI(E) = Tzl (€).

Beweis:
Sei z € I, beliebig mit = # x;, j = 0,...,n. Dann definieren wir F(z) := f(z) — p(x) —
Kw(x) mit K = konstant und wahlen K so, dass F(z) = 0 ist, d. h.

Die Funktion F' hat in I, genau n + 2 Nullstellen, namlich z, ..., z,,z. Aus dem Satz
von Rolle erhalten wir, dass "+ in I, eine Nullstelle ¢ hat. Da p*+Y = 0 gilt

FOD(z) = fOD(2) — K(n 4 1)!

und wir erhalten

Somit gilt:

F0(E)
(n+1)!

Diese Gleichung gilt offensichtlich auch fir z = z;, i € {0,...,n}.

f(x) = p(7) = w(z)

Korollar 8.4.1.a:
Fiir den Interpolationsfehler gilt:

(n+1)
|f(2) = p(@)] < |w(@)] r&a}xH

Wir betrachten nun den Fall dquidistanter Stiitzstellen in [a, b]. Sei n € N und
xj:=a+j-h, 7=0,...,n mit der Schrittweite

_b—a

h:

n

Sei nun x € [a, b], dann existiert ein § € R mit 0 < § < n, so dass

r=a+60- h
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Weiterhin gilt:
=[[(z—z;) = l_Iﬁh—jh—h"Jrl H(Q—

Ist p € P, das Interpolationspolynom in den Stiitzstellen (a:j, f (xj)), 7 =0,...,n so gilt
fiir den Interpolationsfehler bei dquidistanten Stiitzstellen:

(n+1) n
) = p(o)l < oy (H\ )max\f"“\

1. Halten wir die Anzahl n der Stiitzstellen fest und betrachten b — a — 0, so haben
wir | f(2) — p(x)| = O(h"+D)

2. Betrachten wir andererseits ein festes Intervall und eine wachsende Anzahl von
Stiitzstellen, also n — oo, so verbessert sich die Konvergenz im Allgemeinen nicht,
wie das folgende Beispiel 8.4.1 zeigt.

Beispiel 8.4.1 (von Runge):
Wir betrachten die Funktion

1

f(z) 3=m

€ [-5, 5]

Approximieren wir f(x) nun durch ein Polynom p € P, mit wachsendem n € N und den
aquidistanten Stiitzstellen x; = —5 + 1%, 7 =20,...,n sehen wir, dass der Interpolations-
fehler in der Maximumsnorm mit wachsendem n steigt. An den Intervallrindern zeigt das
Interpolationspolynom mit wachsendem n ein stark oszillierendes Verhalten.

Approximation der Runge-Funktion mit n Stitzstellen:

=9

Es stellt sich die Frage, unter welchen Voraussetzungen man Funktionen durch Polynome
gut approximieren kann.

Satz 8.4.2 (Weierstrafischer Approximationssatz):
Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion und sei e > 0 ein beliebig vorgegebener Wert.
Dann existiert ein Polynom p, so dass

Vz € [a,b] die Abschitzung |f(x) — p(x)| < e gilt

Beweis:
[Siehe 8, Teil II, Seite 449 ff]
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Der Weierstrafische Approximationssatz sagt also aus, dass es zu einer gegebenen stetigen
Funktion f eine Folge von Polynomen gibt, die gleichméfig gegen f konvergiert. Im Beispiel
8.4.1 wurden aquidistante Stiitzstellen verwendet. Die schlechte Approximation kann durch
eine geschickte Wahl der Stiitzstellen verbessert werden.

Idee: Wir versuchen max,cp 5|w(x)| minimal zu bekommen.

Zunéachst halten wir fest, dass es gentigt die Aufgabe auf dem Intervall [—1, 1] zu 16sen.

x: [a,b] = [-1,1]
2t—a—>

x(t) — P

Sowie die Umkehrabbildung

t:[-1,1] — [a, b
11—z 14+

t b
() — 5 a+ 5

Ist nun p € P, mit fithrendem Koeffizienten 1 die Losung des Minimax-Problems

min maxla(=)
an=1

so ist p(t) == p(m(t)) Losung des Minimax-Problems

i 5(t
min téﬁﬁﬁﬂq()
2”L

In=T—qym

Als néchstes definieren wir die Tschebyscheff-Polynome auf [—1, 1].

Definition 8.4.1 (Tschebyscheff-Polynome):
Firn =0,1,... definieren wir die Tschebyscheff-Polynome durch

T, (x) := cos(n - arccos(z)), =z € [—1,1]
Man rechnet leicht nach, dass folgende Rekursion erfiillt ist:

To(x) =1, Ti(z)==z, T.(x)=2x T, 1(x)—Th_o(x)

fiir v € [-1,1] und n > 2. =

Aus der Definition 8.4.1 folgt: Der fithrende Koeffizient a,, von T}, ist 2"~! (fiir n > 1). Die
Tschebyscheff-Polynome erfiillen eine bestimmte Minimax-Aufgabe auf [—1,1].
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Satz 8.4.3:

1. Fiuir jedes Polynom p, € P, mit fiihrendem Koeffizienten a,, # 0 existiert ein
€ [-1,1], so dass
|an|

pal@)] 2 50

gilt

2. Die Tschebyscheff-Polynome T, (z) sind minimal beziiglich der Mazimumsnorm
|||, unter den Polynomen vom Grad n mit fihrendem Koeffizienten 2("1),
d. h. sie ldsen folgende Minimax-Aufgabe

Iin xgﬁﬁg“p( )|
an=2(n-1)

Beweis:

1. Angenommen p, € P, mit fithrendem Koeffizienten a,, = 2"~! und |p,(x)| < 1Vz €
[—1, 1]. Hieraus folgt:
pn(x) — To(x) € Py

da T, (z) als fithrenden Koeffizienten 2"~! hat. Nach Voraussetzung gilt: —1 <
po(x) < 1Vx € [—1,1].

1.1. Fir Zg, := cos (%”) € [—1,1] gilt:
To(Zor) =1, pp(@or) <1 = pu(Zog) — Tn(Zax) <0
1.2. Fiir Zgpiq = cos (HEUT) € [-1,1] gilt:
To(Tog1) = =1, pu(Tart1) > =1 = pu(Tori1) — Tn(ZTogsa) > 0
Hieraus folgt, dass p, — 7T,, in den Punkten z,, & = 0,...,n alternierend das

Vorzeichen wechselt und somit in [—1, 1] mindestens n Nullstellen hat. Da p, —T,, €
P,_1 = p, = T,. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, dass |p,(z)| < 1 Vz €

[—1,1].
= Also muss es fiir jedes p, € B, mit a, = 2" ! ein z € [—1, 1] geben, so dass
|pn (x )| > 1. Fiir beliebige Polynome p,, € P, mit a,, # 0 folgt dle Behauptung mit
pn = pnv da an - 2n 1
2n—1
pu(@)] 21 & =] Ipa(2)| 2 1

2. Es gentigt zu zeigen, dass fiir alle Polynome p,, € P, mit fiihrendem Koeffizienten
a, = 21 gilt:

<
(Dax [To(z)] < max [pn(z)]

maxze[_1,1}|Tn(x)| =1 < maxge[-1,1 |pn(2)].

Gesucht ist nun

n
H T — ;)
7=0
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mit Nullstellen x; € [—1, 1], so dass max,¢[_1,1/w(x)| minimal wird. Das gesuchte Polynom
ist nach Satz 8.4.3 das Polynom 5T, (z), dessen Nullstellen

2% +1
Lt ), i=0,....n

die Tschebyscheff-Knoten sind.
Sind die Stiitzstellen die Tschebyscheff-Knoten, so gilt fiir den Interpolationsfehler

1
|f(z) —p(x)] < mglg}ﬂf(nﬂ)(fﬂ

8.5. Hermite-Interpolation

Das Problem der Polynominterpolation (siehe Abschnitt 8.1) kann verallgemeinert werden,
indem man in den Stiitzstellen nicht nur Funktionswerte des Polynoms vorschreibt, sondern
auch dessen Ableitungen.

Problem:
Sei

P, = {Zakxk: r,a, € C, k= 0,...,n}
k=0

die Menge aller Polynome mit komplexen oder reellen Koeffizienten vom Grad < n.

Gegeben seien n + 1 Stitzpunkte (:vi,ygk)) €eC? i=0,....,m, k=0,...,(n;) — 1 mit

Gesucht ist ein Polynom p € P, mit

p(k)(xi):y§k), i=0,....m, k=0,...,(n;)—1

Die Lagrangesche-Interpolation ist also ein Spezialfall der Hermite-Interpolation.

Satz 8.5.1 (Existenz und Eindeutigkeit):
Zu beliebigen (paarweise verschiedenen Stiitzstellen x;, i = 0,...,m und zugehdrigen
Stitzwerten yik), k=0,...,(n;) —1,i=0,...,m gibt es genau ein Polynom p € P,

mitn+1=3",n; sodass
®(z)=y® =0 k=0 ;) — 1
p\(z) =y, i=0,...,m, =0,...,(n)

erfullt ist.

Beweis:
Es sei angenommen p; und p, seien zwei Polynome, welche die Hermite Interpolationsbe-
dingung erfiillen. Somit gilt fiir ¢(z) := p1(x) — pa(2):

¢®(x)=0, i=0,....m, k=0,...,(n)—1

Somit ist z; mindestens n;-fache Nullstelle von ¢. Also hat ¢ mindestens n+1 =" n;
Nullstellen. Da jedoch ¢ € P, = ¢ = 0.
Die Existenz der Hermiten Interpolation lasst sich direkt aus der Eindeutigkeit schlieflen.

81/188



Polynominterpolation

Dazu betrachten wir die n + 1 Koeffizienten ¢; von
p(x) =co+crx+ - +cpa”

als Losungen des linearen Gleichungssystems, welches durch die Hermiten Interpolations-
bedingungen gegeben ist. Aus der Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms folgt, dass die
Matrix des linearen Gleichungssystems nicht singular ist.

O

Fir den Interpolationsfehler der Hermiten Interpolation gilt folgender Satz, der analog zu
Satz 8.4.1 zu beweisen ist.

Satz 8.5.2:

Sei f € C"™([a,b]), [a,b] C R eine gegebene Funktion und x; € [a,b], i =0,...,m
seien paarweise verschiedene Stitzstellen. Das Polynom p besitzt hochstens den Grad
n und erfille erfiille in den Stiitzstellen die Interpolationsbedingung

p(k)($i):f(k)(xi), i=0,....m, k=0,...,(n)—1

wobei p®) | f¥) die k-ten Ableitungen von p, f sind und n+1 = X" n;. Dann existiert
zu jedem x € [a,b] ein & € I, so dass

_ FD(g)
f(x) —p(z) = W(x)m
wobet I, das kleinste Intervall ist, welches xg, ..., x, und x enthdlt und
w(y) = (y—20)™ - (y—z)™ ...+ (y —zp)™

8.6. Spline-Interpolation

Der Begriff des Spline kommt aus dem Schiffbau und bezeichnet eine diinne, biegsame
Latte, eine sogenannte Straklatte, die zwischen Gewichte (,,Knoten*) eingespannt wird
und so Kurven darstellt. Ein Kurvenlineal, etwa im Entwurf beim Stralenbau, ist auch
ein Spline. Ein Spline kann zwischen den Knoten als Polynom dargestellt werden, die
an den Knoten durch gewisse Differenzierbarkeitsanforderungen — so glatt wie benotigt —
zusammengefiigt werden. In der Numerik sind Splines daher Funktionen, welche auf den
durch die Knoten gebildeten Intervalle durch stiickweise Polynome dargestellt werden und
die in den Knoten gewissen Differenzierbarkeitsbedingungen gentigen.

Definition 8.6.1 (Spline):
Es seien xg,..., 2, € [a,b] CR, a =29 < 1 < ... < x, = b, n € N. Die Funktion
sk(x) heiBt Spline der Ordnung k € N relativ zu x, ..., x, genau dann, wenn

1. Sk’[xjyijrl] €P,7=0,....n—1
2. s € C*"Y[a,b]) (fiir k = 0 ist dies die leere Menge ()

Beispiel 8.6.1:
1. Jedes Polynom p € P, ist ein Spline der Ordnung k
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(z—t)"1, x>t

0, sonst

s(z) = (z —t)F .= {
Dann ist s ein Spline der Ordnung k relativ zu z

Im Allgemeinen besteht ein Spline auf jedem Teilintervall [z;, z;41] aus einem Polynom
vom Grad < k. Der Grad kann von Teilintervall zu Teilintervall verschieden sein. Es kann
Unstetigkeiten in der k-ten Ableitung geben.

Nach den Bedingungen aus Definition 8.6.1 gilt fiir j =0,...,n —1

k
Sk = 8k|[xj,xj+1] € P, = sjp(x) = Zsm(aj — ;)
i=0

mit passenden Koeffizienten s; ; € R. Es miissen (k + 1) - n Koeffizienten s; ; bestimmt
werden. Nach der zweiten Bedingung aus Definition 8.6.1 gilt

s, € CFY[a,b)) = fir j=1,...,n, m=0,...,k—1 gelten 5,(;2)71(9(;]) = s,(cf?)(a:j)

Dies ergibt k- (n — 1) Bedingungen zur Bestimmung der Koeffizienten s; ;. Somit bleiben
(k+1)n — k(n — 1) = n + k Freiheitsgrade bzw. unbestimmte Koeffizienten.
Angenommen die Splines sind interpolierend, d. h. fiir gegebene Werte y;, ¢ =0, ..., n gilt

si(zj) = y;

Jetzt bleiben immer noch & — 1 Freiheitsgrade. Die Bestimmung dieser verbleibenden
Koeffizienten fiithrt auf verschiedene Klassen von Splines.

Definition 8.6.2 (periodische, natiirliche und vollstindige Splines):

1. Periodische Splines:

2. Natiirliche Splines:
Falls fiir k = 21 — 1 mit | > 2 gilt, dann gilt fiir j =0,...,1 —2:

577 (@) = () = 0

3. Volistindige Splines (k = 3):

s'(a) = f'(a), $'(b) = f'(b)

Interpolierende, kubische Splines

Dazu seien x; € [a,b] C R, i =0,...,n gegebene Stiitzstellen mit
a=x9<r1<...<x,=bund y;, 1 =0,...,n gegebene Stitzwerte.
Gesucht ist ein Spline s3(z) vom Grad 3 mit

yi = s3(x;), my = s5(x), M;:=s5(z;), i=0,...,n
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Da s3;1 € P3, ist s3, | € Py also linear. Somit gilt:

T; — X r — Ti—
Sy 1(x) = My + M; 1, T € [ 1,14
’ hi h;
mit hl =T — Tj—1-
Zweimaliges Integrieren von s3; ;:
x; —x)3 T —x )" B
s3i—1(z) = Mi_l(Ghi> + MZ(Ghll) +ci1(z—ximq) + 6y

mit Integrationskonstanten ¢;_1, ¢;_1. Diese bestimmt man mit Hilfe der Interpolationsbe-
dingungen s3(z;—1) = yi—1, S3(x;) = y; woraus folgt

2

Ci1 = Yi1 — Mi_1—
(M; — M;_y)

Cil = ——F— —

6
Yi — Yi—1 @
h; 6

mit i =0,...,n— 1.
Aus der Stetigkeit der ersten Ableitung ergibt sich mit s4(x3) = lim,_,o s4(z; & t) die
Beziehung;:

hi hi i — Yi—
hiy1 Pig1 Yiv1 — Yi
_ M; — —=FL g, Jitl 7 S
3 6 ittt
= sy(])
fire=1,...,n— 1.
Notation:
[yp— h/z
b T i
hi_
N = b
hi + hita
o — 6 Yit1 = Yi  Yi — Yi-1
Y hit hig i1 hi

Damit ergibt sich folgendes lineares Gleichungssystem
piMi—q 4 2M; + M1 = o
miti=1,....,n— 1.
Dieses System hat n 4+ 1 Unbekannte (Mo, ..., M,) aber nur n — 1 Gleichungen. Es fehlen

also noch zwei Bedingungen. Im Allgemeinen sehen diese wie folgt aus:

2MO + )\0M1 =
,unMn—l +2M, = ay

Bei natiirlichen Splines haben wir

s3(a) =s5)=0 = XN=pm=ap=0a,=0
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Im Allgemeinen ist zur Bestimmung der Koeffizienten M; ein tridiagonales Gleichungs-
system zu losen.

2 XN 0 ... 0

g2 e : My Qo

0 - ' . 0 : =1 :
2 >\n—1 Mn Oy,

0 0 wu, 2

Satz 8.6.1:
Sei f € C*([a,b]) und sei s3 der natiirliche, kubische Spline, der f interpoliert. Dann

gilt
b
/ s5( x " do < / 1(
a
wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn f = s3.

Beweis (nach [9, Seite 245]):
Aus der Identitat f” = s§ + (f"” — s4) ergibt sich:

A%ﬂfdx_/' dx+2/ f“ﬂ%dx+/ " g)?

Es geniigt also zu zeigen, dass der mittlere Summand verschwindet. Aus den Randbedin-
gungen fiir natiirliche Splines folgt:

[ s = sty =[5 = )]~ [ 80— sy

wobei s4’ auf den Teilintervallen (z;, x;11) konstant ist, da s3 dort kubisch ist. Im Allge-

meinen ist s§' in z; unstetig.

Es sei d; := s3'(v) = s3;(2), € (25, 2511). Dann gilt unter der Voraussetzung s3(a) =
s3(b) =0
[ s~ s :—z/“mW—%Mx
i=1"%i-1
i=1
- _Zdz ( Iz z)) (f(xz 1) SB(xz 1))
=1 —/_/
=0

= Behauptung.
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Bemerkung 8.6.1:
Der Satz gilt allgemeiner fiir kubische interpolierende Splines mit der Eigenschaft

s30)(f/(0) = 55(0)) = s5(a)(f'(a) = s3(a))

und somit fir natiirliche, vollstdndige und periodische Splines.

Satz 8.6.2:
Es sei s3 der vollstindige, kubische Spline, der f € C*([a,b]) in den Knoten xo, ..., z,

.....

5)
_ < = pA @
17 = sl < b 179

Kubische interpolierende Splines haben folgende interessante Eigenschaft:
[ [a,b] — R sei gegeben, f € C*([a,b]), f beschreibe eine parametrisierte Kurve in der
Ebene.

Bereits aus der Analysis 11 bekannt:
f// t
K(t) = —( ) 3
(1+ f1(22)*

Nimmt man nun an, dass lokale Anderungen klein sind, d. h. |f(¢)| < 1, so erhalten wir
als approximierte Kriitmmung

k(L) ~ f(t)
Messen wir die Krimmung der gesamten Kurve in der Ls-Norm, so sagt Satz 8.6.1 aus,

dass kubische, interpolierende Splines dieses Funktional minimieren. Beschreibt nun f(¢)
die Lage einer diinnen Holzlatte, so ist durch

2

b f// t
s [ |20 | w
“\(1+re?)?
die Biegeenergie der Latte gegeben. Fiir kleine Auslenkungen gilt:

Satz 8.6.1

B~ [ (7o) 0 [ () a
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9. Numerische Integration

9.1. Einfiilhrung

f(z) = e~ einfach zu differenzieren, aber f(f e~ dx lisst sich nicht einfach durch
algebraische oder transzendente Funktionen berechnen.

Andere Beispiele:
o Elliptische Integrale (Bogenldange von Ellipsen berechnen)

Prinzipiell kann ein Integral ff f(x) dz, welches eine Zahl darstellt, numerisch berechnet
werden. Ein zugehoriges Verfahren, welches das Integral unter Benutzung der Funkti-
onswerte f(z) berechnet, nennt man numerisches Integrationsverfahren oder numeri-
sches Quadraturverfahren.

9.2. Die Trapezregel

Yy
F = m-h
B (G0
h = b—a

Aus der nebenstehenden Abbildung erhélt man als erste Idee zur Approximation von
J? f(z) da folgende Formel:

Nb—a

[ fde s P20 (1) + £0)

Die soeben hergeleitete Formel heifit Trapezregel. Man kann diese auch analytisch herleiten.
Dazu konstruieren wir eine lineare Funktion p € P, mit p(a) = f(a), p(b) = f(b) und
wahlen [”p(z)dz ~ [° f(z) dz. Fir p(z) haben wir:

Integrieren von p(z) ergibt:

/abp(a?) dr = b;a<f(a) +f(b)) ~ /bf(a;) dx

a

Als nachstes leiten wir mit Hilfe der Darstellung des Interpolationsfehlers eine Abschétzung
des Integrationsfehlers her (Satz 8.4.1)

J" (&)

Vo € [a,b] 3, € [a,b]: f(z) —p(x) = (x —a)(z—b) 5
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Numerische Integration

Sei nun I,(f) :== b%(f(a) + f(b)) = [P p(x)dz = I(p). Dann gilt:

-0 = [ fwar— [ pya
= / f(z) — p(x)de

_ l/"(x a)(x b)jvf;Qde

b
n/x—a b) dx

/"
2

MWSs!

mit h :=b — a.
Fiir den Fehler der Trapezregel gilt somit:
Unter der Voraussetzung f € C*([a,b]) 3n € (a,b), so dass

[ f@yar - 105 = L0

mit A = b — a fest und vorgegebenem f.
Eine genauere Approximation ergibt die zusammengesetzte Trapezregel. Dazu betrach-
ten wir folgende Zerlegung von [a, b]:

a=2g< 21 < ...<Xp_1<xp,=02>

h—
h = a’ ri=a-+1ih, 1=0,...,n
n

Wir approximieren das Integral auf jedem Teilintervall durch die Trapezregel.

[t ~ 2 () + ()

und erhalten so die zusammengesetzte Trapezregel.

n

/abf(x)dx = ;/:1 f(x)dx

~ 35 () + 7))

*1

(() fla) + flz) + +fwwﬂ+f%@>

Wir leiten nun eine Fehlerabschiatzung fiir die zusammengesetzte Trapezregel her:

In(f):=h (JC(QIO) + f2z) + fze) + -+ flzn_y) + f(fzfn))

IMittelwertsatz
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Numerische Integration

n

= [ i@ = zjéiﬂmm_ggmlﬂfmn}

i=1
: h3
Fehlerabschatzung

E;f”(m)

hBb—as ,
10 n Zf(m)

i=1

Trapezregel

mit n; € (.131',1,.1’1'), 1= 1, oo, n.
Da durch £ 37| f”(n;) der arithmetische Mittelwert von f”(1;), i = 1,...,n gegeben ist,
gilt:

1 n
n ;fu(m) € L rrllinn f”(m),igllaxn f”(m)]

=1,..., =1,...,

Da nach Voraussetzung f € C?([a,b]), ist f” stetig und aus dem Mittelwertsatz der
Differenzialrechnung folgt:

3n<£(@i07SO(kaJQEIf”Uh)=aW%n)
=1

Fiir die Fehlerdarstellung der zusammengesetzten Trapezregel gilt somit:

b—a

TRAOL

[ frde - 105) = -

Zwei direkte Folgerungen:

1. Die Approximation des Integrals kann immer genauer bestimmt werden indem man
Punkte z; hinzunimmt.

2. Der Fehler bei der zusammengesetzten Trapezregel ist O(h?).
Verdoppeln wir die Anzahl der Punkte, so vervierfachen wir die Genauigkeit.

9.3. Newton-Cotes-Formeln

Eine naheliegende Idee, um numerische Integrationsverfahren mit einer hohen Genauigkeit
zu erhalten, ist die Erhohung des Polynomgrades des integrierenden Polynoms. Dazu
betrachten wir die Zerlegung:

a=20<T1 < ... <Xp1<xTp=02"

b_
h=""C2" si—a+ih i=0,....n
n

Sei p, € P, das integrierende Polynom mit p,(z;) = f(x;), i =0,...,n.
Nach der Interpolationsformel von Lagrange gilt:

pu(z) = Zfz - Li(x) mit L; = H L und f; = f(z;)
i=0 k=0 i — Tk
ki
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Wir fithren nun eine Variable ¢t € R ein und eine neue Funktion ¢;(t), so dass

xr=a+ ht

" t—h
Li(z) = ¢i(t) = ]| P

k=0

lei

gilt.
b n b
:>/ pn(z) dz = Zfz/ Li(z)dz
a i—1 a
Subj%l}i;re h Z fz /n (pz(t) gt
r=a =0 0
= h Z @ fi
i=0

mit den Gewichten «; := [ ;(t) dt.
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Im Allgemeinen haben die Newton-Cotes-Formeln folgende Gestalt:
b b n
/ f(z)dz ~ / pn(z)de = hZaifi
@ @ i=0
mit f; = f(z;), h:= 2.

Satz 9.3.1:

Die Gewichte oy, 1 =0,...,n der Newton-Cotes-Formel sind rationale Zahlen mit der
FEigenschaft

Beweis:
Sei f(z) = 1, dann folgt aus der Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms, dass p,(z) = 1.

NewtogCotes (b i (l) —h. i o
=0
n
54 n = Z a;
=0

]

Nach Konstruktion sind die Newton-Cotes-Formeln exakt fiir Polynome p,, € P,, es gilt
also

In(p) = hifi% = /abp(ﬂﬁ) dz =: I(p)

Allgemeiner gilt fiir eine gegebene Menge von Knoten, dass die Integrationsformel dadurch
eindeutig bestimmt ist. Dabei miissen die Knoten nicht dquidistant sein.

Satz 9.3.2:

Es seien xq, ..., x, paarweise verschiedene Knoten aus |a,b]. Dann existiert genau
eine Integrationsformel

L(f) = (b - a) zaf

die fir alle Polynome p € P, exakt ist, d. h. Iy(p) = ff p(z)dx Vp € P,.

~

Beweis:
L= Man wahle &; := bia fab Li(z)dz, L; = ITj—o ;:pri Dann ist I, (f) exakt fir alle
kti
f =p€E PR,

»,<="“: Angenommen I (p) = I(p) Vp € P,, dann gilt fir L; € P,
b
h@»:fugz/zdﬂdx:@—ami

Man erhélt somit die &; auf eindeutige Art und Weise. Aus

Li(f)=>_Bifi
=0
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Numerische Integration

folgt (b —a)a; = 3%, BiLi(r;) = B;. Somit gilt

Ih b—az
=0

Satz 9.3.3:

Sei h = %2 dann ist die Simpsonregel

2
h b+a
h(r) = (f@+ar (M52) + s0)
exakt fiir Polynome p € Ps. Ist f € C*([a,b]), so gilt fiir den Approzimationsfehler

f(4) (5) h5
90

[ f@az - 1(5) = -
fir ein & € (a,b).

Beweis:
Sei p € P, das integrierende Polynom mit p(a) = f(a), p(b) = f(b) und p(“L?) = f(%t2),
so dass

Aus Satz 8.4.1 folgt

1) = pta) = T2

mit w(z) = (z — a)(z — %42)(x — b). Im Unterschied zur Trapezregel nimmt w(xz) positive

und negative Werte auf [a, b] an. Deshalb konnen wir nicht analog vorgehen. Stattdessen
konstruieren wir ein Hilfspolynom ¢ € Pj, so dass

[ 1)~ a@yde = [ £@) - ple) da

Durch direktes nachrechnen folgt, dass fiir alle ¢ € R gilt

/abcw(as) de =0

Fiir alle ¢ € R hat ¢(z) := p(x) + cw(x) die Eigenschaft [°q¢(z)dz = [’p(z)dz. Wir
wéhlen nun die Konstante ¢ € R, so dass ¢'(“t2) = f'(%$2). Dazu betrachten wir ¢/(“$) =
P(4E) + ¢(554)(%52) woraus folgt

W =0 0 =)
S

Nun betrachten wir die Hilfsfunktion

CcC =

f(x) —q(x) a+b)’
r(t) = f(t) = q(t) - 2 (t—a)|t— (t =)
! (m—a)(z—‘%b) (x — b) ( >
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Dann gilt: r(t) =0 &< t € {a, b, ‘%b, a:'} Zwischen zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen
von r liegt eine Nullstelle von 7’. Des weiteren ist nach Konstruktion von ¢ bzw. der Wahl

von ¢ auch “f? eine Nullstelle von 7. Somit hat ' mindestens vier Nullstellen in (a, b)

= @ hat mindestens eine Nullstelle &,

Ausrechnen: r@ () = f@(t) — f(z)—q(z) .4

Somit gilt fiir den Integrationsfehler:

o € 0] 36 € (@D): f(0) ~ale) = 6w - a) (0= 0] (-

Offensichtlich gilt fir alle x € [a, b]:

Nun koénnen wir wie bei der Trapezregel vorgehen. Da f € C™%([a, b]), ist f®@ € C([a,b]).
= Es existieren ein Minimum m und ein Maximum M von f®) auf [a,b]. Es gilt also
folgende Abschétzung:

_%(x—a) (x_a;tb> (x—b)Sf(“")_Q(l’)S—i/![(x—a) (x_a;rb> (D)

Aus dem Mittelwertsatz folgt: Ju € (a,b), so dass

[ £@) = ate)dr =~ D) [

a

fO () 40°
24 15

"z — a) (x—

Da die vierte Ableitung eines Polynoms vom Grad < 3 verschwindet, folgt aus der
Fehlerdarstellung sofort die Exaktheit der Simpsonregel fir p € Ps.

]
Man unterscheidet zwischen geschlossenen und offenen Newton-Cotes-Formeln

1. Geschlossene Newton-Cotes-Formeln:
ro=a, T,=0b x;=a+1h, h:b%", 1=1,....n—1

Beispiele: 1.1. Trapezregel (n = 1)
1.2. Simpsonregel (n = 2)
1.3. 2-Regel (n = 3)

2. Offene Newton-Cotes-Formeln:
ro=a+h, x,=b—h, x;=a+1ih, hzg_—“ n>0, 1=1,....,.n+1

Beispiele: 2.1. Mittelpunktsregel (n = 1)

a bia b
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Numerische Integration

Im folgenden Satz sind die Fehlerdarstellungen fiir offene und geschlossene Newton-Cotes-
Formeln angegeben.

Satz 9.3.4:
Fiir jede Newton-Cotes-Formel Iy,(f), die einer geraden Zahl n entspricht, gilt unter
der Voraussetzung f € C""*([a,b]) die Fehlerdarstellung

[ F@yde —1(f) = 2w o) 91)
a (n aF 2)' ;
Jo't -, (t)dt <0 (geschlossene Formel)

"t T, (t)dt > 0 (offene Formel)

Dabei wurde zur Abkiirzung 1,1 (t) =TTl (t — i) benutzt.

Aus (9.1) ergibt sich, dass der Exaktheitsgrad n + 1 ist. Unter der Voraussetzung
f € C"Y[a,b]) gilt fiir ungerade Zahlen n die analoge Fehlerdarstellung

mit £ € (a,b) und M, =

Ky

n+2 p(n+1)
TEASAaRl

[ #@)do - 1) =

Jo' Mpia(2)dt <O (geschlossene Formel)

[P g () dt > 0 (offene Formel)
Der Exaktheitsgrad ist hier n.

mit K, =

Beweis:
[Siehe 10, Theorem 9.2]

Bemerkung 9.3.2:

Newton-Cotes-Formeln hoherer Ordnung werden kaum benutzt. Besser ist es, zusam-
mengesetzte Formeln zu verwenden, die auf jedem Teilintervall Formeln niedriger
Ordnung benutzen, wie die Trapez- oder die Simpsonregel.

Als Beispiel betrachten wir die zusammengesetzte Simpsonregel:
Dazusein =2m, m €N, h="% g; =a+ih, i =0,...,n. Fir f € C*([a,b]) gilt

<.
Il
—

Il

[~]=
e
g

=
=

o,

&

/ff(x)dx

5

%f@) (51)} mit & € (x9i_2, Ta;)

r"{é

s
Il
—

{Z(f(iﬁm—z) +4f(rei-1) + f(iUQz)) -

w\:

m—1i 5 m
{ J (o +4Zf T2i-1) Zf(xzi)—i‘f(%)}—gLOZfM)(fz’)

th(f)—h(f_a{”lli fz}

hi(b — a)

(4)
)

= In(f) -

Fiir ein € € (a,b). Im letzten Schritt sind wir vollkommen analog zur zusammengesetzten
Trapezregel vorgegangen. Wir haben folgenden Satz 9.3.5 bewiesen.

2Simpsonregel auf (z2;_2, 72;) angewendet
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Numerische Integration

Satz 9.3.5:
Seim € N und h = l;—m“. Dann gilt fir die zusammengesetzte Simpsonregel

I(f) =

w| S

(ﬂ%ﬂ+4§;ﬂmFﬂ+2%iﬂw0+f@w>

i=1
die Fehlerdarstellung

hi(b — a)

(4)
)

[ F@)do— () = -

fir ein € € (a,b).

9.4. Gauf3-Integration

Bisher sind wir bei der Konstruktion von Quadraturformeln von einer vorgegebenen Wahl
von Stiitzstellen ausgegangen und haben geeignete Gewichte gesucht. Wir werden nun
versuchen, auch die Stiitzstellen optimal zu wéhlen, um so Quadraturformeln maximaler
Genauigkeit zu erhalten.

Statt des Integrals einer Funktion f(x) tiber ein Intervall [a, b] betrachten wir

I(f) := /abw(x)f(x) dz mit a,b € [—o0, o0]

Dabei heifit w(x) Gewichtsfunktion und soll folgende Eigenschaften haben:
1. w(z) > 0Vz € [a,b]
2. w(x) ist messbar auf [a, b]
3. Alle Momente p;, := f;’ rhw(z)dz, k=0,1,2,... existieren und sind endlich
4. Fiir alle Polynome s(x) mit [’ w(z)s(z)dz =0 und s(z) > 0 Vz € [a,b] gilt s(z) =0

Diese Bedingungen sind erfiillt, falls w(z) stetig ist und w(z) > 0 Vx € [a, b]. Wir suchen
jetzt eine Integrationsformel der Form

Gulf) = 3" A f(a)

J=1

mit Gewichten A; und Integrationspunkten z;, j = 1,...,n mit grofitmoglicher Genauig-
keit. Es soll
I(p) = Gnlp) VpE€ Py

mit groftmoglichem k& > n+1 gelten. Eine solche Integrationsformel hat 2n freie Parameter,
die Gewichte A; und die Integrationspunkte z;. Fiir die Newton-Cotes-Formeln und
w(z) = 1 hatten wir

) n+1, n gerade
1(p) = 1(p) mwk:{ g

n, n ungerade

Wir werden nun Integrationsformeln konstruieren, so dass

Gn(p) =1(p) Vp € Poy
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Dies ergibt dann 2n Bedingungen fiir die 2n Parameter in G,,.

Satz 9.4.1:
Es gibt keine Integrationsformel G, die in Py, exakt ist.

Beweis:
Angenommen es gelte G,(p) = I(p) Vp € Psy,, dann wiirde dies insbesondere fiir

= i (z — ;)

j=1

gelten. Offenbar ist fiir diese Wahl G,,(p) = 0, aber I(p) # 0, da p(z) > 0 und nicht

identisch verschwindet (vergleiche Eigenschaft 4. der Gewichtsfunktion w(x)).

O

Wir werden eine Integrationsformel GG, konstruieren, die in P, _; exakt ist. Dazu benotigen
wir Orthogonalpolynome, die mit Hilfe des Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren

konstruiert werden.

Satz 9.4.2:
Die Polynome py, ..., p, seien fir x € [a,b] rekursiv definiert durch
po(x) =1
i—1
= Z ’pj i=1,...,n
7=0 pJ7pJ>

mit dem inneren Produkt (f,g) == [*w(z) - f(z) - g(x) dz. Dann gilt:
1.p¢€Pi, i:O7...,n
2. (pi,pj>:0, j<i, i,ij,...,n
3. pn hat n einfache, reelle Nullstellen, die alle in (a,b) liegen
Beweis:

1. und 2. per vollstdndiger Induktion (~~ Literatur)
3. ~» Literatur

Lemma 9.4.1:
Es gilt
(Pn,q) =0 Vg€ P,

Beweis:

Jedes Polynom ¢ € P,,_; kann als Linearkombination von Orthogonalpolynomen py, . . .

dargestellt werden.

y Pn—1
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Fiir einige klassische Integrationsprobleme tragen die Orthogonalpolynome bestimmte
Namen:

[a, b] w(z) Name
[—1,1] 1 Legendere-Polynome
[—1,1] | (1 — 2%~z | Tschebyscheff-Polynome
[0, 0] e” Laguerre-Polynome
[—00, 0] e Hermite-Polynome

0.8}

0.6

0.4

0.2}

—0.21

—04

—0.6

0.8}

-1 L L L L L L L L L L L L L L L L L L L
-1 —0.9 —0.8 —0.7 —0.6 —0.5 —0.4 —0.3 —0.2 —0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Bild der Legendere-Polynome der Ordnungen 1 bis 5

Man bestimmt A; nun so, dass G,, exakt ist fir Pa,_;.

Satz 9.4.3:

Es seien xj, j =1,...,n die Nullstellen des Orthogonalpolynoms p, und
b n o —
Als = /a w(x)zzl_[1 (xj — $z> dx
1#]

Dann sind die zugehorigen Integrationsformeln G, exakt fir p € Ps,_1. Sind die
Nullstellen des Orthogonalpolynoms vorgegeben und die Integrationsformel G,, ist exakt
fiir Po,_1, dann missen die Gewichte die oben angegebene Gestalt haben.

Beweis:
~ Literatur
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1. Gewohnliche
Differentialgleichungen

1.1. Einfiihrung

Wachstum einer Bakterienpopulation, die kontinuierlich wachst. Zu einem Zeitpunkt ¢ sei
die Anzahl der Bakterien P(t). Nach einem Zeitschritt At sei der Zuwachs

AP = P(t + At) — P(t)

Wahlt man einen Zeitschritt nicht ,zu grofi“, so erscheint es sinnvoll, dass die neue
Grofle AP proportional zu P(t) und At ist, d. h. es gibt eine Konstante ¢, > 0, so dass
AP = ¢,P(t)At. Dies ist nur sinnvoll, wenn At klein genug, da sonst Bakterien nicht
berticksichtigt werden, die stdndig hinzukommen und selbst zum Wachstum beitragen.
Betrachte daher den Grenziibergang At — 0. Es gilt:

AP AP  dP(t

— R, P(t) = lim — = dP(t) = P'(t)

At
Annahme zur Beschreibung des Bakterienwachstums P’(t) = ¢, P(t). Es handelt sich
um eine gewohnliche Differentialgleichung. Zur Losung dieser gewohnlichen Differen-
tialgleichung machen wir folgenden heuristischen Ansatz. Betrachte P'(t) = diit) als
Bruch.

dpP
dt
Unbestimmte Integration ergibt:

1
= ch,,(:)“F dP =c,dt

u/;dP:i/@dt+c:ﬂnMﬂ:cw&+w
Betrachte P wieder als Funktion von %, so folgt:
|P(t)] = e = ¢ ™" mit & = ¢°
Da keine negative Anzahl Bakterien vorkommen wird, gilt:
P(t) =¢-e™!

In der Losung taucht immer noch die Unbekannte Integrationskonstante ¢ auf. Zur
Bestimmung benutzt man die Anfangspopulation P(0) = F.

Py=P(0)=¢

Als Losung erhalten wir: P(t) = Py - e

Dieses Verfahren nennt man Trennung der Veranderlichen. Hier heuristisch, lasst sich
aber auch mathematisch exakt begriinden. Da die Losung der Differentialgleichung vom
Anfangswert der Bakterienpopulation abhingt, nennt man ein solches Problem auch
Anfangswertproblem. Diese Differentialgleichung ist analytisch losbar, im Allgemeinen
benotigt man jedoch numerische Verfahren.
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Gewdhnliche Differentialgleichungen

u'(t) = f(u(t)) A u(0) = ug mit einer gegebenen Funktion f = f(u). Ist f nicht linear,
lasst sich die Trennung der Verdnderlichen nicht mehr direkt anwenden. Wir nehmen an,
dass u € C*(R) und At > 0. Taylorentwicklung von u und ¢ ergibt:

u(t + At) = u(t) + At -u'(t) + (A;)Q v (t+ &) mit € € (0, At)

u(t + At) — u(t)
At

= u'(t) = + O(At) (1.1)
Die Idee ist es diese Darstellung zur Konstruktion eines numerischen Verfahrens zu
verwenden. Dazu nehmen wir an, dass At > 0 eine feste Zeitschrittweite sei. Wir fithren
folgende Bezeichnungen ein:

tm :=m-At, vy, =u(ty), m=012...

Die Werte v,, stellen also eine Approximation der exakten Losung v im Punkt t,, dar.
Dabei soll der Anfangswert vy = u(tog) = up exakt dargestellt werden.
Vernachlassigen wir in (1.1) die Terme erster Ordnung in At, so gilt:

u(tm-I-l) - u(tm)
At

~u (tn) = f(ultm))
Sei nun v,, schon bekannt, dann lasst sich v,,.1 durch folgende Gleichung definieren:

Um+1 — Um _ f(Um)

At
U1 = U + At - f(vy,) | mit m=0,1,2,. ..

Dieses Verfahren nennt man das explizite Eulerverfahren oder auch
Eulersche Polygonzugverfahren.

Frage: Konvergiert das explizite Eulerverfahren gegen die analytische Losung, wenn die
Zeitschrittweite At — 07

Wir beschréanken uns auf endliche Intervalle ¢ € [0,¢*]. Ohne Einschrankung sei t—t € N.

A
Der Fehler e, in jedem Zeitschritt ¢, ist gegeben durch
Em = Um — U,
Uy, = u(tm)
Unter Konvergenz des Verfahrens verstehen wir:

lim max |e,| =0
At—=0 m=—,..., tAit

Aus den Gleichungen:
Umtl = Unp + At - f(vm>
— Ui =+ At flun) + O((A1?)
Em+1l = Em T At(f(vm) - f(um>) + O(<At)2)

Annahme: f sei lipschitzstetig beztiglich |- | mit einer Lipschitzkonstanten L > 0.

100,188




Gewdhnliche Differentialgleichungen

= Jemet] < lem] + At [F(00) — F(u)| +O (A1)

<(1+At-L)-len| +0O ((At)z)

Behauptung:
em < gAt((HAt-L)m—l) mit m = 0,1,..., %

Beweis (per vollstindiger Induktion):

m=0:leg| = |vo —up| =0 v
m— m+ 1:
lem+il < (14 At)len] +c- (At)*
LV. c
< (1+At-L) (LAt((1+At-L)m—1)> +o- (At)?

At ((1 + At L™ — 14+ALL — AtL)
L =0

_° CLymH
= LAt((1+At L) 1) v
Da At- L >0, folgt: 1 + At - L < e = (1 + AtL)™ < e™L mit m =0,1,....

Betrachten wir nun t € [0,¢*], so gilt fir m =0,..., 2—1:

lem] < %At (emAt'L - 1)

C

< <L G 1)) At

lim —0
At—0

Satz 1.1.1:
Das explizite Eulerverfahren ist konvergent mit der Konvergenzrate O(At), wobei At

die Zeitschrittweite ist.

1.2. Theoretische Grundlagen

vy = f(z,y), z €I, mit I CR Intervall
y(wo) = Yo
Allgemein betrachten wir im Folgenden ein System gewohnlicher Differentialgleichungen
erster Ordnung.
/
v = fi(w (@), v2(2), - yal)
vh = Fa(7,1(2),2(2), -, ya(2))

U = Ja(2,91(2), 92(2), - ya(2))
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Gesucht sind dabei n reelle Funktionen y;(z), ¢ = 1,...,n einer reellen Variablen
xelCR.

yi fl(xay17y27"‘7yn)
Kompakte Form: [y = f(z,y)|mity' := | : |, f(z,y) = :

y;L fn(xﬂyhy?v"'ayn)
Anfangswertproblem:

_ T

y' = f(x,y) mit den Anfangswerten y(zo) = yo = (ym Yoo - ymo)

Es ist ausreichend Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen fiir Systeme erster Ordnung
zu zeigen (und auch numerische Verfahren hierfiir zu entwickeln), da man Differential-
gleichungen hoherer Ordnung hierauf zuriickfithren kann.

Bertachte: g = f (i, y(x), ) (), y@ (2), ...,y D(x)), m > 1

Dazu fithren wir folgende Hilfsfunktionen ein:

a(2) = y(x), z(2) =yD(2), =) =y?@), ..., zu(x):=y" ()
21 29
25 23
2 = : =
Zm_1 Zm
z flz, 21,29,y Zm)

Mit der Transformation kénnen wir gewohnliche Differentialgleichungen m-ter Ordnung
y™ = f (z,y(@),yO(x),..., v (x))

y(i)(%):yz‘,oy 1=0,...,m—1
erster Ordnung behandeln.

der Form immer als System

Satz 1.2.1 (Existenz und Eindeutigkeit):

Sei S :={(z,y): a <z <b yeR"} mit —oo<a<b< oo,

f: S =R feC(S) weiterhin sei f lipschitzstetig beziglich y, d. h. es existiert eine
positive Konstante L, so dass

||f(a?,y1) - f<x7y2)“ <L- ||y1 - y2|| v(xayi) € S? 1= 1’2

Dann ezistiert zu jedem xoy € [a,b] und jedem yy € R™ genau eine fir x € [a,b]
definierte Funktion y(xz) mit:

1. y(z) € C'([a, b])
2. y(x) = f(x,y(x)) Vz € [a,b]

8. y(zo) = Yo

Satz 1.2.2 (stetige Abhingigkeit von den Anfangswerten):

Sei S :={(z,y):a <z <b, yeR"} mit —oo <a<b< oo,

f: S =R feCC(S) weiterhin sei f lipschitzstetig beziiglich y mit Lipschitzkonstante
L > 0. Weiterhin sei a < xq < b. Dann gilt fir die Losung y(x,S) des Anfangswert-
problem

{y’ = f(x,y), x € [a,b]
y(xo,8) =S

die Abschitzung ||y(z,s1) — y(z, s9)|| < ell#=2ol . ||s; — s4]|.
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Beweis:
Nach Definition von y(z, s) gilt nach Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

T

y(flf,S) :y(l’o,S) + y,(t,S) dt
zo

:y(az’o,s)—i-/m:f(t y(t,s

Sei z € [a,b], dann y(z, s1) —y(x, 52) = (51 — 82) + [, f(t,y(t, 51)> — f(t,y(t, 52)) dt

Un 1.
AR Iy, s) —ylws)| < fs—sal+ | [ / yt.s0) = 1 (1t 52)) ]
A- Ungl
Llpschltz ||Sl t 51 ) - f(t7y(t7 82)) H dt
stetigkeit

von f <L-|ly(t.s1)—y(¢,s2)ll

< |si—sof|+L- /””Hy(t, s1) = y(t, s2)| dt
xo

Definiere ®(z) := (t,s1) —y(t, 32)H dt.
Es gibt: ®'(x) = Hy(x, s1) — y(x, SQ)H. Fir z > xq folgt sofort

O(x) — L- 0(x) < [ls1 — s

=:a(x)

Betrachte folgendes Anfangswertproblem:

{d)’(:t:) = a(z) + L - ®()
d)(xo) =0

Fir z > , hat dieses Anfangswertproblem die Losung: ®(z) = e (*=#0). [* o(t)e~F(7%0) d¢.

Die Losung erhalt man durch Variation der Konstanten. Man kann aber auch einfach
nachrechnen, dass ®(z) eine Losung ist. Es gilt:

0 < O (z)
LT ey ) [ e 0
:[—%e_L(t_ZO)]

— 11—1”51 — S| (eL(x_xO) — 1)

J

0

Mit diesen Abschétzungen erhalten wir:

ly(@, 51) =y, 50) | = @' ()
=a(r)+ L- d(x)

x>z
’_M

S ”51 - 32” + H81 — SQH . (€L|Jf—x0| _ 1)

= ellrmol||s) — s

Fiir x < xy kann man analog vorgehen.

]
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Satz 1.2.3 (Gronwall-Lemma): =

Die reelle Funktion ®(t) sei stetig in dem Intervall J = [0, a] und es sei
O(t) < a+pB-[;®(r)dr in J mit 3> 0. Dann gilt:

d(t) <ae’eJ

Satz 1.2.4 (verallgemeinertes Gronwall-Lemma):
Die reelle Funktion ®(t) sei stetig in dem Intervall J = [0, a] und es gelte
d(t) < a+ [T h(s)- ®(s)ds in J wobei o € R und h(t) > 0 und stetig in J sei. Dann
qgilt:
t
d(t) < a-ef!® mit H(t) = / h(s)ds
0

1.3. Numerische Behandlung von
Anfangswertaufgaben

1.3.1. Allgemeine Einschrittverfahren

Wir folgen hier der Darstellung in [11, Kapitel 3]

Betrachte folgendes Anfangswertproblem:
v =f(tyt), tel=ltto+T]
y(to) = Yo

Wiederholung: Hier fiir das explizite Eulerverfahren
Fir ¢y gilt ndherungsweise:

y(t+h) —y(t)
h

~y(t) = f(tu(t))

d.h. y(t+h) =~ y(t) + h - f(t,y(t)). Wir unterteilen das Intervall I = [ty, ¢y + 7] in
Teilintervalle [t;,t;11], i =0,...,n — 1, n € N, indem wir ein Gitter I" einfiihren:

I" = {to,t1,te, ..., tn}
Der Einfachheit halber nehmen wir zunéchst eine aquidistante Unterteilung;:
t22t0+lh, i:O,...,n, h=—

Gesucht sind die approximativen Werte von y in den Gitterpunkten ¢;. Wir bezeichnen
diese Werte mit u; := uy(t;), i = 1,...,n wobei uy, : I" — R"™ eine Gitterfunktion ist.

Explizites Eulerverfahren

1. ug = yo = y(to) exakt

2. B f(tu) i=0,. 01

S U =u+h- ftiu) i=0,...,n—1
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Das explizite Eulerverfahren ist ein Spezialfall eines allgemeinen Einschrittverfahren der
Form:

{Uo = Yo ' (1.3)

u2+1:uz+hz<1>(tz,u“hz), 120,...,’[1—]_

Die Funktion ® heifit Inkrementfunktion und beschreibt das jeweilige Einschrittverfahren.
Explizites Eulerverfahren: ®(¢;, u;, h;) = f(t;, u;).

Da sich wu;11 explizit, d.h. ohne losen einer weiteren Gleichung, aus wu; berechnen lasst,
nennt man solche Verfahren explizit (im Gegenteil zu impliziten Verfahren).

Bemerkung 1.3.1:
Explizite Einschrittverfahren lassen sich durch komponentenweise Betrachtung direkt
auf den vektoriellen Fall iibertragen.

i+1
Uy ugﬁ- )
Uip1 = | ¢ = :
n/ i+1 n
Uy Dy (t;, Ui, hi)
= U1 = | + D - 5

Uir1 = U; + hy - 51(% U, hy)

Fragen:
1. Konvergiert ein solches Einschrittverfahren und wenn ja unter welchen Bedingungen?
2. Wie gut ist die Approximation?

Gesucht ist der globale Fehler:

en(ti) = y(t:;) —u(t:)
=Yi — U =€

Sei zundchst wieder h = konstant, dann gilt fiir u;, beim Einschrittverfahren nach Kon-
struktion M — <I><t, up(t), h) = 0. Ersetze uj;, durch y, dann:

y(t+h) —y()
h

Th(t7 h) = - q)(t7 Y, h)

75, heiit lokaler Diskretisierungsfehler in (t, y(t)). Der Wert 7(t, h) ist der Fehler, der bei
genau einem Schritt des Einschrittverfahrens mit exaktem Startwert entsteht. Da wir in
der Praxis nicht in jedem Schritt den exakten Startwert haben, ist dies ein lokaler Fehler.
Fiir das explizite Eulerverfahren gilt

r(t.m) = LERZIO - p ) = o)

Also ist der lokale Diskretisierungsfehler hier O(h). Eine verniinftige Folgerung fur
Konvergenz ist:

}ILILI(I) T(t,h) =0
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Definition 1.3.1 (Konsistenz):

Das explizite Einschrittverfahren (1.3) zur Lésung des Anfangswertproblem (1.2) heifst
konsistent, wenn fiir alle t € [to,to + 1] bei geniigend oft differenzierbaren Funktionen
f gilt, dass

g%fmh%_mn<wﬁ+2_y“)—@@w@y@>_

h—0

Das Verfahren heifit konsistent der Ordnung p € N, falls 7(t,h) = O(h?).

Bemerkung 1.3.2:
Konsistenz bedeutet also insbesondere y/(t) = f (t, y(t)) — ,llim <I>(t, y(t), h).
—0

h#£0

Satz 1.3.1:
Das explizite Eulerverfahren ist konsistent von der Ordnung 1.

Definition 1.3.2 (Konvergenz):
Das explizite Einschrittverfahren (1.3) zur Losung des Anfangswertproblem (1.2) heifit
konvergent, falls fiir gentigend glattes f gilt:

P g Jen(®ol = Jimy mpanc fy(t) —un(t)] = 0

Das Verfahren heifit konvergent von der Ordnung p € N, falls max len(t;)] = O(hP)

..... n

gilt.

Lemma 1.3.1 (diskretes Gronwall-Lemma):

Fir j =0,1,...,m — 1 seien n;, pj, z; > 0 und z; genige der Ungleichung
zir1 < (1+ pj)z + 0

Dann gilt:
Jj—1 i
2y = (zo—l—Zm) -ezzzé‘” Vi=0,1,...,m
i=0

Beweis (per vollstindiger Induktion):
Jj =0

z0=(20+0)-¢’
-1 .
i=0

Iy S
Nach Voraussetzung gilt:

zipn < (L+pj)z + 5
J—1

LV. -
< (1+py) (Zo + Zm) CeXaizo Py,

=0
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Aus 1+ <e® folgt 1+ p; < e
Jj—1 i
= Zj+1 < Zo + Z ni| - ezi:O pi n;
=0

;>0 J ;
< (Zo +> Th') iz i

=0

Satz 1.3.2 (Konvergenz expliziter Einschrittverfahren):

Wir betrachten ein explizites Einschrittverfahren der Form (1.3) zur Lisung des
Anfangswertproblem (1.2). Gegeben seien die Schrittweiten h;, i =0,...,n — 1 und
wir setzen

h:= max h;
i=0,...,n—1

Die Inkrementfunktion ®(t,y, h) erfille beziiglich der zweiten Komponente die Lipschitz-
bedingung ’<I>(t, y1, h) — O(t, ya, h)) < L -|yy — yo| mit der Lipschitzkonstanten L > 0,
hierbei sei | - | eine passende Norm. Dann ist ein explizites Einschrittverfahren kon-
vergent von der Ordnung p, wenn es konsistent von der Ordnung p ist. Ist

o= t, h
R te[gl,%}iT]’Th(’ )‘

der mazimale Diskretisierungsfehler, dann gilt fir den globalen Fehler ey (t;) im Punkt
t; die Abschdtzung:

en(ts) = ‘y(tz) )

< (’y(to) — uh(to)’ + (t; — to)%) . oL (ti=to)

Beweis:
Es gilt:
y(tin) = ylto) + hy®(t;,y(t;), hy) + hyT(t;, hy)
Ujt1 :Uj+hjq)<tj,Uj,hj)
e = (Wlty) —uy) +hy (B(ty,y(t;), hy) — B(ty w5, b)) + hyr(t, hy)
_,‘_/
Mit 7, :== te[gl,?o)iT}‘T(t’ h)‘ ergibt sich

Lipschitzbedingung

‘€j+1‘ < ‘€j| + hleej‘ + hyTj = (1+ h]L) ’€J| +h;

Th
fiir ® ~~
=p5 0 =Ry =N

Lcnugl.&l |ej| S <|60| + Z h; Th) @Ez 0 hiL
hi:tl':lefti

(|y(t0) —up(to)| + 1t — t0|Th)eL(tj—t0)

O
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Fiir ein explizites Einschrittverfahren mit ® lipschitzstetig beziiglich der zweiten Kompo-
nente gilt also:

Konsistenz = Konvergenz

Bestimmen der Konsistenzordnung eines Einschrittverfahren

Wir betrachten (1.2), dabei sei f: G C R? — R hinreichend oft differenzierbar. Mit 3+
bezeichnen wir die (i + 1)-te Ableitung der Funktion y(z). Offensichtlich gilt:

a(iﬂ)y(x)
D+l

o' y' () (1.4)

~ Oz
f(zy(@))

y(i+1)($) —

Ot

Somit haben wir

i=1:y" (@) = 2 f(2,9@) = fot fuf mit fo = fo(2,9(2)) = % (2,9(2))
i=2y"(z) = ﬂm+ﬁwy+(ﬁ+ﬁwﬁ@+fﬁﬁ+fmy)ZJQAQﬁwf+f%@+(h+fﬂ)b
Sei f € CP(G), pe€ N, soist ye CP™ und besitzt die Taylorentwicklung:

hP

i+ B) = (o) by () 4 -

(p)(w) +0O (hp-H)

Zur Berechnung der Konsistenzordnung eines gegebenen Einschrittverfahren betrachten
wir die Taylorentwicklung der zugehorigen Inkrementfunktion ®(¢,y, h, f) und berechnen
den lokalen Diskretisierungsfehler 7, (¢, f) unter Anwendung von (1.4).
Taylorentwicklung in zwei Veranderlichen:

0 0
oyt = 1) + |05 o) + 65 )
h282f 2f k262f
" [2 e 50 )

+
1 & " f(z,y)
_ n—j ]

+n ;( >h Ox"—I10yI

(’)( n+1 +kn+1)

Methode von Heun

Ykin = Uk + b (g, yp by f) mit (g, b, f) = 3 {F @ 0) + F(z+ by + hf(y) )
Bestimmung der Konsistenzordnung der Methode von Heun:
Aus der Taylorentwicklung von f(z,y) erhalten wir:

——
=k

2 2
fe+hy+hfy))=Ff+fe+hff)+ [’;f + B2 f fuy + @f?fyy] +0 (1)

2

mx%hfﬂmm“f+ S (fet F1)+ hu@+zﬁ@+ﬁ@u+00ﬂ
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Die Taylorentwicklung von y = y(x) ergibt:

y@+h):ZN@+hMW)%§@ﬁﬂ+gzm@ﬂ+o<m>

(o) 4 b9 + (o ) (28 i+ P+ (£ £1)5,) + O (1)
= m(e) = PEENZID gy )

= [t BT e 20+ )+ S0

_lj/+h f) (fxm+2ffxy+ffyy)]+o(h3)
- o

Die Methode von Heun hat die Konsistenzordnung zwei und damit auch die Konvergenz-
ordnung zwei.

Konsistenzordnung expliziter Einschrittverfahren

Stufe  Name Ordnung
m =1 explizites Eulerverfahren (’)(h)
m =2 Methode von Heun O(h?)
m =3 einfache Kutta-Regel O(h?)
m =3 (Standard) Runge-Kutta-Verfahren ~O(h*)
1.3.2. Verfahren hoherer Ordnung: Runge-Kutta-Verfahren =

Ziel: Verfahren hoherer Ordnung mittels Quadraturformel herleiten.

Betrachte das Anfangswertproblem (1.2). Sei f: D c R"™ — R" stetig und
I := {to,t1,...,t, = to + T} ein Gitter mit ¢; < ¢;, i # j.

Integration von (1.2):

y(t) = y(to) + /t:f(s,y(s)) ds

/

=Yy

Hieraus ergibt sich fur [¢;,t;41] C I

gﬂ@+1)—gﬂ%)%ilé+1f(&yCQ)ds

Im Folgenden sei y(t;41) := y;41 und y(t;) := y;.

Idee: Approximiere f,ﬂ+1 f (s, y(s)) ds durch Quadraturverfahren der Form

h; - Z’Wf(shy(sl))a s1 € [t tj41]
1=0

Da y(s;) im Allgemeinen nicht bekannt ist, benétigen wir eine Naherung von f (sl, y(sl)).
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Je nach Wahl der Néherung erhalten wir verschiedene Verfahren:
1. Trapezregel: j =0, t, =ty + h
to+h h 3
/tO f(S»y(SD ds = Q{f(t()ay()) + f(to + h,y(to + h))} +0 (h )
= Einschrittverfahren: = w4+ 2 f(t, )+ 2 f(ta, ) also im Allgemeinen

ein implizites Verfahren. Fiir den lokalen Diskretisierungsfehler gilt:

y(t,h) —y@t)  ft,y@) + f(t+hy(t+h))

1 [ pt+h 1 [ ft+h
=5 7(s))ds | —— y(s))ds | + O(h?)
— O(h?)

= Konsistenzordnung p = 2

2. Mittelpunktsregel: j =0, t; =ty +h

/t;fo-i-hf(s’y(s)) ds=h- f <t0 -+ Z,y (to + g)) + O <h3>

Hieraus ergibt sich das Verfahren:
Ujrz = tj + 2R [ (Ej41, Uji)

Beispiel fiir ein explizites Mehrschrittverfahren (Hier: Zweischrittverfahren)

Man kann den fehlenden Wert fiir y auch wie folgt approximieren
y(to+ h) = y(to) + hf (tg, y(to)) (explizites Eulerverfahren)

Einsetzen in die Trapezregel ergibt:

/t0+h f<87 y(s)) ds ~ Z{f(tm Yo) + f(to + h, yo + hf(to, yo))}

to
= Verfahren von Heun
Uo = Yo
1
U1 = U + hy 5 (f(tk:» ug) + f(tk + g, w4+ hy f (T, Uk)))

=:®(tg,up,h)

Mittelpunktsregel (analog):

h h
(I)(tuyv h) = f <t+ §7y+ 2f(tay)>

Das so erhaltene Verfahren bezeichnet man auch als modifiziertes Eulerverfahren (von
CoLLATZ). Beide Verfahren benédtigen zwei Funktionsauswertungen von f und haben die
Konvergenzordnung p = 2.
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Runge-Kutta-Verfahren

Im Ansatz y;+1 = y; + ffj“ f (s, y(s)) ds sollen die Integrale systematisch durch Quadra-
turformeln approximiert werden, d. h.

[ £ s by S (rts)e s €
=1

J

Der systematische Ansatz zur Approximation der Werte f <sl, y(sl)) fithrt auf die Klasse
der Runge-Kutta-Verfahren.

Bezeichnung: k; ~ f (sl, y(sl)), [ =1,...,m zunichst betrachten wir nur explizite Runge-
Kutta-Verfahren.

Explizite Runge-Kutta-Verfahren

y(s;) wird mit Hilfe von k;, i = 1,...,1 — 1 berechnet. Sei
y(s1) = y; + hi(Biaks + - 4 Br—1ki—1)

-1
=y +h; D Buiki
=1

Weiterhin sei s; := ¢; und s; := t; + a;h;, wobei oy := Eﬁ;% B
Hieraus konstruieren wir ein Gleichungssystem

kl = f(tj7 y])
kﬁg = f(t] + OZth,yj + hjﬁgﬂ/'ﬁ)
Ry = [t + ashy, y; + b (Bs 1k + By oka) ) (1.5)

kp, = f(tj + anhj, yj + hi(Bmaks + Bmoks) + -+ + Bm,mflkmfl)

Hieraus erhalten wir das Verfahren:

i1 = uj + hi(yiky + voko + -+ Ymk) (1.6)

wobei die ; noch zu bestimmen sind.

Definition 1.3.3 (explizites Runge-Kutta-Verfahren):
Ein Verfahren der Form (1.6) mit Stufenwerten wie in (1.5) heifit m-stufiges explizites
Runge-Kutta-Verfahren. Die iibliche Darstellungsart ist die Butcher-Tabelle.

0
6%) ﬁz,l
a3 53,1 53,2
Qm—1 5m—1,1 6171—1,2 J
(077 ﬂm,l 5771,2 0oc 6m,m—1
T Y2 e Ym—-1  Im
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Beispiele fiir explizite Runge-Kutta-Verfahren:

1. Explizites Eulerverfahren (1. Ordnung)
Uj+1 = Uj + hj . f(tj,Uj), m=1

0
o

2. Modifiziertes Eulerverfahren (2. Ordnung, Mittelpunktsregel fiir Quadratur)
3. Verfahren von Heun (2. Ordnung, Trapezregel)
4. Runge-Verfahren (3. Ordnung)

m =3
0 o =5 a3 =
3|3 Bor =13 P31 =0 [so 1
110 1 m =0 1 = 3 =1
10 0 1
(15)
ks = F(t+ kg + (k)
=a3 =32
1 1
uj+1:uj+hj73k3 k’g = f t]+ 5 hjyyj—"hj 5 ]{?1
=~ =~
=az =B21
ko= f(t,y5)
5. Klassisches Runge-Verfahren (4. Ordnung, Simpsonregel fiir Quadratur)
m =4
f(x)
O A
111
2 | 2
1 1
2|0 2
110 0 1
11 1 1
6 3 3 6
\/ x

1.3.3. Schrittweitensteuerung und eingebettete Verfahren

Darstellung folgt hier [12, Abschnitt 7.2.5]

Schrittweitensteuerung

In Bereichen, in denen sich die Losung stark éndert, sollte eine kleine Schrittweite gewéhlt
werden, in Bereichen mit schwacher Anderung kann mit groBen Schrittweiten gerechnet
werden.
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Gegeben: tg, 1o und Fehlerschranke ¢ > 0

Gesucht: Moglichst grofle Schrittweite h, so dass der Diskretisierungsfehler
en(ti) == y(t;) — up(t;) die Abschétzung ey (t;) < ¢ erfillt.

Dann fordern wir € & k - eps, wobei eps die Maschinengenauigkeit ist und
i~ max {[y(t)]: ¢ € [ti,t: + h]}
FEine k - eps =~ ¢ entsprechende Wahl von h garantiert dann, dass
len(ti +h)| < e~ k-eps (1.7)

d. h. der relative Fehler ist dann in der Groflenordnung der Maschinengenauigkeit. Ist
(1.7) erfullt, so stimmt die berechnete Losung in ¢; + h = ¢;; im Rahmen der Maschinen-
genauigkeit mit der exakten Losung iiberein.

Frage: Wie wihlt man eine Schrittweite h = h(c), so dass k - eps ~ €7

Idee: Verwende zwei Einschrittverfahren verschiedener Ordnung und benutze die Differenz
der Losung zur Schétzung der Schrittweite. Zum rechnen ein Verfahren p-ter
Ordnung und zum schétzen ein Verfahren p 4+ 1-ter Ordnung.

Die Verfahren seien durch Inkrementfunktionen ®;, ®;; gegeben, d. h.

Uipy = U; + hy®r(t;, 45, h)  (p-ter Ordnung)
Uip1 = Uy + hiq)][(ti,ﬂi, h) (p + 1-ter Ordnung)

Mit jeweils einer unbekannten Funktion: ¢; unf ¢;; ausgewertet in y(t;) gilt:

Y(tiv1) — i1 = hPop; (?/(tz)) + O(hp+2)
— Y(tiy1) — Qi = hPyr (?J(tz)) + O(th)
Uip1 — Ui = —hPy; (y(tz)) + WP Dy (y(tz)) +O(hp+1>
€O(hr+1)
= —hpgm(y(ti)) + O(hp“)

Tiy1 — Uip1 = Y(tig1) — Uiy +O (th)
—_—
=ep(tity1)

Fiir den Fehler erhalten wir die Abschatzung:
en(tivn) = y(tiv1) — Uip1 = Tig1 — Uiga

Es geniigt, die Differenz ;1 — ;41 abzuschatzen.

Der Aufwand verdoppelt sich, da zwei Einschrittverfahren durchgefiihrt werden. Um diesen
Aufwand zu verringern, hat FEHLBERG (1964 —1970) den Vorschlag gemacht, das Verfahren
®; in @y einzubetten. Dieser Ansatz heifit auch Runge-Kutta-Fehlberg-Verfahren (RKF-
Verfahren).

Gegeben:
ﬂprl = U; + hl(I)[ (tl, Uj, h) (p—ter Ordnung)
Uiy = Ui + hi®rr(ti, Ui, )  (p + 1-ter Ordnung)
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mit (I)](l',y, h) = ZZ:O ’?kfk(xvya h) und (I)]](l',y, h) = Zié ﬁkfk(l.?Zﬁ h)? wobei
kn = fi == fu(z,y,h)

k-1
=f (fE + arh,y+h) 5sz1>

=0

Beide Verfahren benutzen dieselben Funktionswerte k;, [ = 1,...,p und fiir ®;; muss
nur k4, zusétzlich berechnet werden. Daher spricht man von eingebetteten Verfahren.
Da die beiden Verfahren ®; und ®;; die Ordnung p bzw. p + 1 haben sollen, miissen die
Koeffizienten oy, B, 75 und v, so gewéhlt werden, dass fiir die lokalen Diskretisierungsfehler
gilt:

altien) = DI g ya) ) =0 )

Th1(tiv1) = w — @t y(t;),h) =0 (hp“)

Die gesuchten Koeffizienten kann man im Prinzip wie gewohnliche Runge-Kutta-Verfahren
bestimmen. Der Ansatz fithrt allerdings im Allgemeinen auf ein nicht lineares Gleichungs-
system (Fir Details, [siehe 12, Abschnitt 7.2.5]).

Stattdessen betrachten wir ein konkretes eingebettetes Runge-Kutta-Verfahren mit p = 2
und p = 3 [11, Beispiel 11.11].

p=2 p=3
0 0
111 111
1 1 1
: 1 2|1 1
al3 3 0
wipy = ui + hi 3k + ko) A

Erweiterte Butcher-Tabelle

Somit erhalten wir fiir 7y = 4y die Verfahren:

. hi
Ujt1 :ﬂz+5(kl+k2) p:2

h;
ﬂi+1:m+€(k1+k2+4k3) p=3

ki = f(ti, W)

ko = f(ti + hi, w; + hiky)

h; h;
ks = f (ti + Eaﬂi + Z(kl + kz))

Schrittweitensteuerung mit eingebetteten Verfahren
Es gilt:

ak+1 — Uky1 = h - (q)[(tk,ﬂk, h) — @[[(15;9,@19, h)) (18)
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Da die Verfahren die Ordnung p und p 4+ 1 haben gilt:

t+h)—y(t)

@1, y(t), h) — ¥\

h ~ h,pC](t)
t+h)—yl(t
Bir(t,(0), )~ LI vy
S G — W~ WP (1) (1.9)

Angenommen, der (k + 1)-te Iterationsschritt ist erfolgreich abgeschlossen, dann gilt fur
eine vorgegebene Fehlerschranke ¢ > 0: |tg41 — Ug41| < €. Naherungsweise gilt dann auch:

Wt Jer(t)] < e
~——

=h

Damit die neue Schrittweite hy,; die Fehlerabschétzung |ty o — g 2| < € liefert, muss

W ler(te)| < e

gelten.
(1.9) Upy1 — U
= |er(te)] ~ T

k

Aus ¢(tg) = ¢;(tg11) ergibt sich die Folgerung
R h p+1
U1 — U1 | zH <e

k

1

€ p+1
= hk—i—l = hk T~ —
|Uk:+1 - Uk+1|

Aufgrund numerischer Experimente schlagen STOER/BULIRSCH [12, Seite 136] folgende
Modifikation vor:

1

eh pF1
mﬂzzam('f)

|1 — Upy|
wobei a geeignet zu wahlen ist, z. B. a =0, 9.

1.3.4. Implizite Einschrittverfahren

Das implizite Eulerverfahren

Wiederholung:
Sei y € C*([a,b]), z,7 € [a,b]

T () = y(@) o/ (@) 8) + L

wobei £ passend zwischen z und = gewahlt wird.
Setze x = x4, T =Xk, X1 =Tk +h.

y@wu)zy@m%+h-y@my+o(m)
y(aw) + b f (2 () +O (h)

= U1 = U + h - f(zk, ug) (expliziter Euler (vorwarts))
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Wahlen wir stattdessen in der Taylorentwicklung
T=1I IT=2Tpp, Tppr=2pt+h

(d. h. riicckwértsentwickeln), dann gilt

y(%) = y(
y(

Hieraus ergibt sich das implizite Eulerverfahren (riickwérts):

Tpr1) — by (Tp41) + O (hQ)
Tpp1) —h- f(xk—kh?/(xk-i-l)) +0 (hQ)

U1 = U + I f(@ps1, Ups1)

Im Allgemeinen muss hier pro Iterationsschritt ein nichtlineares Gleichungssystem gelost
werden. Ist dieses System losbar?

Satz 1.3.3:

Sei f:]0,T] x R" — R™ eine stetig differenzierbare Funktion.

Weiterhin sei f(x,y) beziiglich y lipschitzstetig mit einer Lipschitzkonstanten L > 0
und es sei h > 0 so klein, dass hL < 1. Dann existiert fir alle (x,y) € [0,T] x R
eine eindeutig bestimmte Losung v des nichtlinearen Gleichungssystems

v=y+h- f(z,v)

Beweis:
Banachscher-Fixpunktsatz: Gesucht wird Fixpunkt v von

T:R*"—=R" A Tv=y+hf(z,v)
Aus der Lipschitzstetigkeit von f beziiglich y folgt

[Tv = Twl| = hl| f(z,v) = f(z, w)[| < AL [lv —w]

1=q

= Behauptung

Satz 1.3.4:

Es gelten die Voraussetzungen des Satzes (1.3.3). Dann konvergiert das implizite
FEulerverfahren und es hat die Konvergenzordnung p = 1.

Beweis:
Fiir den lokalen Diskretisierungsfehler 7, (z) des impliziten Eulerverfahren gilt:

y(z +h) —y(z)
h

T(x) = — (I><x + h,y(x + h)) = O(h)

Fir den lokalen Diskretisierungsfehler

Ye+1 =Y T hf(karl, yk+1) + hTh(l“k)
— Upp1 =Up+ hf<$k+1; Uk+1)

€k+1 = Yk — Ug + h(f(ka, yk+1) - f($k+1, Uk+1)) + hTh(iUk)
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e = [lys —ull, 7 = max ||z, (zy) |
= ert1 < e+ h”f(iﬂkﬂ,ykﬂ) — f(Tht1, uk+1)” + hp,
<er+ hLegi1 + hry
h
N ek Th

<
S T T TR
hL h

1—hL 1—hL
—— Zj N——
pj i
Lemma 1.3.1 en < i Zf;ol %
k= gt 1—
= ex k- ek1 RL
- 1 — hL
25T
—1—TLT"6
< ¢t
< ch
— O(h)

Bemerkung 1.3.3:
Wenn wir in den Sétzen (1.3.3) und (1.3.4) nur die einseitige Lipschitzbedingung

(f(xay) — f(z, Z)) (y—2)<L|y—z|* Vy,zeR"

mit einer Konstanten L € R verlangen, so gelten alle Aussagen in diesen beiden Satzen
analog.

Da in diesem Fall L auch negativ sein darf, ergibt sich manchmal aus AL < 1 keine
Einschrankung an die Schrittweite.

Implizite Runge-Kutta-Verfahren

Analog zu den expliziten Runge-Kutta-Verfahren setzen wir:

]{31 = f(ZEj + Oélhj, Uj + hj(ﬁl,lk’l + -+ ﬁl,mk‘m»
ky = f(ﬂfj + aghyj, uj + hi(Baky 4 -+ + B2,mkm)>

km = f(xj + alhja Uy + h‘j(ﬁm,lkl + -+ ﬂm,mkm))

wobei o = Z Bui-
Das 1mp11z1te Runge Kutta-Verfahren lautet dann

Ujrr = uj + hj(viki + -+ Ymkim)
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Notation Butcher-Tabelle

aq 51,1 51,2 t Bl,m
(8% 52,1 52,2 te BQ,m
Qp—1 Bm—l,l ﬁm—l,? e @m—l,m
Qp 6m,1 Bm,2 T ﬁm,m
M1 V2 s Ym

1.3.5. Absolute Stabilitat

Wir folgen hier der Darstellung in [11, Kapitel 12]
y' = —100y in [0, T
y(0) =1
Exakte Losung: y(t) = e 100 2%

0.4 4

Testproblem: {

-0.01 0.005
070T

0.12

Ein explizites Eulerverfahren fithrt erst ab A < % zu vernunftigen Ergebnissen, implizite
Eulerverfahren haben diese Einschrankung nicht.

Explizit Implizit
8000 T T T T 1 T

6000 -

4000 -

2000 -

000 B 03r

-4000 -

6000
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Betrachte ein explizites Eulerverfahren fiir das Testproblem:

Uj+1 = 'LL]' + h- f(tj, Uj)

=U; — 100}“1,]
= (1 — 100h)""" - 4,

~—~
=1

Damit auch die numerische Losung gegen 0 geht, d. h. u; I7% 0 muss

|1 —100A| < 1
& —1<1-100h <1
1
S 0<h< —
50

Definition 1.3.4 (absolute Stabilitat):

Gegeben sei die (skalare) Differentialgleichung y' = Ay, y(0) = 1 fiir festes A €
C. Dieses Problem bezeichnet man auch als Testproblem oder Testaufgabe. Hierzu
betrachten wir ein allgemeines (explizites oder implizites) Einschrittverfahren mit
fester Schrittweite h gegeben durch

Uj+1ZUj+h'(I)(ih,Uj,Uj+1,h), j:0,1,2,...
mit ug = 1. Der Bereich absoluter Stabilitat dieses Verfahrens ist definiert als
A={z€Ciz=2h A |Juj| < || Vji=0,1,2,...}

Beispiele:

1. Explizites Eulerverfahren:

01 y =y, y(0) =1
\__19 = A ={z€C:z2=XM0 A |1+2] <1}

2. Modifiziertes Eulerverfahren:

A

y' =y, y(0) =1
= U1 =uit+hf ti+%,ui+%f(tz’,ui))
= u; + hA ui—i-%)\ui)
:§1+n»+@f)m
z€C:2=MAh A ‘1+z+§

<1}
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3. Klassisches Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung:

A

> Az{zé@:z:)\h/\

2

z
14245+ + =

2

Hierfiir ergibt sich das Stabilitatsgebiet:

3 24

6 24

g

Die exakte Losung konvergiert fiir negative reelle A streng monoton gegen 0, wenn ¢ — oo.

Damit dies auch fiir die numerische Losung gilt, muss A\h € A gelten.

1. Explizites Eulerverfahren:

2
1+ M <le0<h<——

A
2. Modifiziertes Eulerverfahren:
2
h\ € A& ’1+h>\+(h;) <1
h\)2
& —1<1+h>\+( 2) <1
2
&S 1< —1—h\— (h;) <1
h\)?
= 0 < —h\— (hA) < 2
(*) 2 €]
2
= hA< —(h)\)
s 2 < —hA
S h< —2
A
h 2
= —h\ — (hA) <2

& —2hA— (hA)?* -4 <0
& (RPA+1)>+3>0

()

Die Ungleichung () ist immer erfiillt und somit muss die Schrittweite beim modifi-

zierten Eulerverfahren auch die Bedingung |h < ——

2
A

erfillen.
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Implizites Eulerverfahren:

Fir y' = Ay, y(0) =1 = w1 = u; + hAuiq
1

& Uiyl = T

Als absolutes Stabilitédtsgebiet erhalten wir:

/\
. 4

A={zeCiz=2 A 1<[l-2[}

Fiir reelles, negatives A ist offensichtlich z = Ah € A ohne Bedingung an A immer erfiillt.
Wir konnen zeigen:

M€ Ae 1< [1=M| = (1—Re(A)) + (1 Im(Ah))’

Dies ist fur alle A € C mit Re(\) < 0 ohne Bedingung an h erfiillt. Dies erklart das
bessere numerische Verhalten des impliziten Eulerverfahren zu beginn der Vorlesung fiir
y' = —100y, y(0) = 1.

1.3.6. Steife Differentialgleichungen

Zunachst tiberlegen wir uns, wie wir den Begriff der Stabilitiat auf Systeme gewohnlicher
Differentialgleichungen iibertragen konnen. Wir betrachten dazu

n
y(x) = Ay(z), AeR™™ y=|: (1.10)
Yn

Hat A n verschiedene Eigenwerte, so hat die Losung von (1.10) die Form:
y(@) = cieV" v
j=1

mit Konstanten ¢;, 7 =1,...,n und einer Basis v;, j = 1,...,n aus Eigenvektoren von A
zu den Eigenwerten ;.
Es gilt:

Ajx Re(Xj)z ilm(X\j)z

=€ (&
———
€8B(0,1)

e

Also bestimmt der Realteil von \; das Wachstumsverhalten von y(z). Nehmen wir an,
dass Re();) <0, j=1,...,n, so gilt:

lim {ly(z)[| =0

T—00
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Unter dieser Voraussetzung haben wir eine exponentiell abklingende Losung vorliegen.
Analog zum skalaren Fall soll fiir die numerische Losung gelten:
gl < gl
A hat n verschiedene Eigenwerte = A diagonalisierbar (A = Q7'DQ) D = diag ()\;) und
i=1,...,n

n Spaltenvektoren von () sind die Eigenvektoren v;.
Fiithren wir z = Qy als neue Variable ein.

Yy =Ay=Q 'DQy
~—

=z

— (Qu) =Qy " Ay@(@ D@y)

Somit haben wir ein entkoppeltes System gewohnlicher Differentialgleichungen erhalten:

Der Stabilitatsbegriff lasst sich komponentenweise iibertragen. Da die Eigenwerte einer
Matrix auch komplex sein konnen, ist eine natiirliche Verallgemeinerung des stabilen Falls
die Forderung:

R€(>\j)<0, jzl,...,n

Da wir im Allgemeinen fiir jede gewohnliche Differentialgleichung z, = A\;z;, i =1,...,n
ein anderes Stabilitdtsgebiet erhalten, wird man im Allgemeinen auch sehr unterschiedliche
Anforderungen an die Schrittweite bekommen (abhéngig von der Gréfie von Re();)).

= implizite Verfahren sind dann von Vorteil

Allgemein betrachten wir Systeme der Form

y' = Ay + g(x) (1.11)
U1 g1
mity=1:1, AecRY, g=]|:
Yn In

Annahme: A hat n verschiedene Eigenwerte (\;);j=1,..n.

Dann hat die Losung von (1.11) die Form:
Z c;e™ ") +p(x)

(vj)j=1,..n Eigenvektoren zu den Eigenwerten (X;);=1. .., ¢, j = 1,...,n positive
Konstanten und einer Funktion ¢ (x) Haben die Eigenwerte negativen Realteil, d.h.
Re(\;) <0, 7 =1,...,n so verhalt sich y(z) fir + — oo wie 1(x). Interpretiert man x
als Zeit, so nennt man 1 auch den stationdren Anteil der Losung und Y5, ¢;e’v; den

instationadren oder transienten Anteil.
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Definition 1.3.5 (steife Differentialgleichungssysteme):
FEin lineares System gewohnlicher Differentialgleichung der Form

y = Ay +g(z)
heiBt steif (engl. stiff), wenn fiir die Eigenwerte A1, ..., \, € C von A gilt:
I. Re(A\)) <0, j=1,...,n

2. Es gibt sowohl Eigenwerte mit groffem als auch mit kleinem Betrag, d. h.

----------

Ist n =1, so besitzt der Eigenwert \; einen (relativ) groBen Betrag.
Wir betrachten jetzt die Warmeleitungsgleichung in einer Raumdimension. Es handelt
sich um eine partielle Differentialgleichung.

y(t,x) = Warmeverteilung zu einem Zeitpunkt ¢ im Punkt = eines Stabes oder Drahtes
(Herleitung spéter in Abschnitt 2.2.1)

0°C | 0°C
Oy 0%y
a(t,x) :@(t,x), tZO, x € [0,1]
Wir geben folgende Anfangswerte vor:
y(0,2) = O (z) , x€][0,1]
——

Anfangswérmeverteilung

Des weiteren geben wir Randwerte vor:
y(t,0) =y(t,1) =0, Vt>0

Diese Randwerte lassen sich so interpretieren, dass die Temperatur an beiden Stabenden
konstant auf 0 °C gehalten wird. Dementsprechend benétigen wir fiir die Anfangswérme-
verteilung ®(x) eine Kompartibilitatsbedingung ®(0) = (1) = 0.

Idee: Um ein numerisches Verfahren zur Losung der Warmeleitgleichung zu entwickeln,
2
approximieren wir % durch einen Differentialquotienten zweiter Ordnung.

Dazu betrachten wir die Taylorentwicklungen um x:

2 92 h3 83 h4 34

dy 07y

— 5
y(t,x +h) =y(t,z) + h%y(t,z) + ?@y(t, ) + g@y(tax) + j@y(ta z)+ 0 (h )

_ Ay 2 0% h3 03 h* o 5
y(t, o —h) =y(t,z) — h%y(t,x) T3 @y(tﬂf) - aﬁy(ﬂx) + ]@y(@ z)+ 0O (h )
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Addieren der beiden Entwicklungen und auflésen nach % ergibt:

Py
Ox?

h2

(t,z) = +0 (1)

Wéhle das dquidistante Gitter I, := {zo, 21,...,Tms1}, z; =jh, h= #ﬂ’

j=0,...,m+ 1. Ersetze in der Wéarmeleitungsgleichung % = % die rechte Seite durch
den Differenzenquotienten:

Jdy

E(tﬂ l‘) =

h2

+0 (1)
Lassen wir den Term O(h?) for, so erhalten wir in jedem Gitterpunkt x; eine Néherung an

y(t, x;), die wir mit g;(¢) bezeichnen.

Oy, Gimi(t) = 28i(t) + G ()
(% <t7 IZ) - h2 ’

1=1,...,m

Die Warmeleitungsgleichung (partielle Differentialgleichung) haben wir somit auf ein
System gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung transformiert:

g/:Ag7 g:(glv"'ugm)-r

. oo
mit den Anfangswerten §(0) = (<I>(a:1), cey CIJ(:L’mH))T und A = 1

0 -~ 0 1 =2

Diese Vorgehensweise zur Losung der Warmeleitgleichung
A nennt man die (vertikale) Linienmethode (engl. method
of lines). Die Matrix A ist diagonalisierbar und hat die
Figenwerte

Aj:(ﬁr+1y‘(2aﬁ(niil>—2>, j=1,....m
A ist symmetrisch, also sind A; reell. Alle Eigenwerte sind
negativ und es gibt betragsméaflig groe und kleine Eigen-
werte. Das vorliegende System gewohnlicher Differential-
gleichungen ist also steif und wird sogar umso steifer, je
feiner die Ortsdiskretisierung h ist.

y

X1 T2 I3 Lm+1
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2. Partielle Differentialgleichungen
10 Vs

2.1. Die Advektionsgleichung u; + cu, = 0

us +cu, =0

U:U(ZL‘7t), Utza(l‘,t), U,m:%(fﬁ,t)

‘Ohne Einschrankung: ¢ > 0 ‘, ¢ = konstant
sonst betrachte v(z,t) = wu(—x,t) = Transformationsgleichung mit ¢ = —¢ > 0

2.1.1. Physikalische Herleitung

Eine Flissigkeit bewege sich mit konstanter Geschwindigkeit in Richtung der positiven
x-Achse. Sie transportiere dabei einen Schadstoff.

u(z,t) := Dichte (Masse pro Langeneinheit) des Schadstoffes im Punkt (z,t)

q(z,t) := Fluss des Schadstoffes (Masse, die in einer Zeiteinheit an dem Ortspunkt x
vorbeifliefit)

c= Z—f = konstant = Geschwindigkeit = Ableitung Ort nach Zeit

Es gilt folgender Zusammenhang zwischen Fluss, Dichte und Geschwindigkeit:
Q(xat) =c 'LL(.Z', t)

Sei V' = (x1,x2) C R ein offenes Intervall. Dann ist die in V' enthaltene Masse gegeben
durch
M = M(t) :/ u(z,t)de
v

Masse kann nicht erzeugt oder vernichtet werden, daher ist eine Massendnderung in V' nur
moglich, wenn Masse mit der Fliissigkeit ein- und ausstromt.

—_— L

_’ _»

_’ _»
X1 X2

Keine zeitliche Anderung der Masse

oM 0
:>0—at—at(/vu(x,t)dx>—/vut(x,t)dx

Differenz zwischen einflieBender und ausflieBender Masse gleich 0, d. h.

0=q(x1,t) — q(za,t) Yt >0

125/188



Partielle Differentialgleichungen

Hieraus ergibt sich mit xy # x5:

Jot ue(z,t) do N q(za,t) — q(x1,1)
To — I1 Ty — 1

=0

Bezeichnen wir mit F'(z) die Stammfunktion von w(z,t) beztglich x, so folgt:

F(zy) — F(z1) N q(z2,t) — q(z1,1)

To — 1 To — X1

=0

Grenziibergang: x; — x5 =: x ergibt mit F'(z) = w(z,t)

up(z,t) + qu(x,t) =0

Da g, = ¢ u,(q = cu, c = konstant), folgt | us(z,t) + cu,(x,t) = 0| (kurz: u; + cu, = 0)

2.1.2. Allgemeine Losung

Variablentransformation:
E=rv—ctor=E+ct (2.1)
Betrachte die Hilfsfunktion:

v(§,t) = w(€Hcti)
Kettenregel ov

ou
= E(f’t) = %(5 + ct,t)

= Ccuy +u; =0

o +ct)  Ou
ot ot

Also ist die Hilfsfunktion v(§,¢) unabhéngig von ¢ und es existiert eine Funktion ¢(&) die
nur von ¢ abhéngt, so dass v(&,t) = ¢(&).

= 9(6) = v(&,1) = u(€ +et, 1) B [u(a, 1) = o — )
Sei umgekehrt ¢: R = R, ¢ € CY(R) mit u(z,t) := p(z — ct).
= U + cu, = —cp'(x — ct) + e’ (x — ct) = 0.

Lemma 2.1.1:
Die Funktion u € C*(R x R) ist eine Lisung der Gleichung u; + cu, = 0 genau dann,
wenn es eine Funktion o € CY(R) gibt mit u(z,t) = p(x —ct), (z,t) € R x R.

2.1.3. Charakteristiken

b=z—ct Sei & € R, dann folgt aus der allgemeinen Losung,
vergleiche Lemma 2.1.1, dass jede Losung u(z,t)
auf der Geraden C¢ mit

_1_5_7 Ce = {(x,t) ER? iz —ct = f} ¢ = konstant
T und gegeben, konstant. (z,t) € C¢

= u(z,t) = p(r — ct) = p(§) = konstant

Die Geraden C¢ heiflen Charakteristiken.

l=x—ct
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Als néchstes betrachten wir Anfangswert und Anfangs-Randwertproblem:

1. Anfangswertproblem:

t E=x—ct

A

Gegeben sei u; + cu, =0

(x,t) € R x R, mit den Anfangswerten
u(z,0) = fi(zx), x€Ru(z,t)= konstant
V(z,t) € Ce = (x —ct,0) € Cg,
da(z—ct)—c-0=z—ct=¢

= u(z,t) =u(r —ct,0) = fi(x — ct)

Fazit: Anfangswerte pflanzen sich entlang der Charakteristiken fort.

2. Erstes Anfangs-Randwertproblem:

—1l=xz—ct

Gegeben sei u; + cu, =0, (x,t) € Ry x Ry
mit dem Anfangswert: u(z,0) = fi(z), x € Ry
und mit dem Randwert: u(0,t) = fa(t), t € Ry

Hierfiir ergibt sich die Losung:
u(z,t) =ulr —ct,0) = fi(x—ct) x>ct

u(x,t):u(O,t—x) = fo (:p—t> xr <ct

C C

3. Zweites Anfangs-Randwertproblem:

t
u=f /
(0,7) u +cu, =0, (x,t) e Rx Ry
Anfangswert: u(z,0) = fi(z), x€R
(=ct,0) Randwert: u(0,t) = fo(t), te€ R,

/ u=fi !

Da (0,t) und (—ct,0) auf der selben Charakteristik liegen, gilt:

fa(t) = u(0,t) = u(—ct,0) = fi(—ct)

Bei gegebenem f; kann f5 nicht frei gewéhlt werden und umgekehrt. Das zweite
Anfangs-Randwertproblem ist also moglicherweise wiederspriichlich.
= nicht jedes Anfangs-Randwertproblem ist sinnvoll.
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Definition 2.1.1 (sachgemif3 gestelltes Problem):
Ein Anfangswertproblem oder ein Anfangs-Randwertproblem heifit sachgemaB ge-
stellt (gut gestellt) (engl. properly posed, well posed), wenn gilt:

1. Existenz: Es gibt mindestens eine Losung
2. Eindeutigkeit: Es gibt héchstens eine Lésung

3. stetige Abhingigkeit von den Anfangs- und Randwerten: Die Losung
u ist von den Anfangs- und Randwerten stetig abhéngig, z. B. von fi, fs

Bemerkung 2.1.1:
Die Punkte eins bis drei hédngen natiirlich davon ab,

e in welchem Raum die Losungen liegen sollen

« in welcher Topologie die stetige Abhédngigkeit gelten soll
Fir die Gleichung u; + cu, = 0 gilt:

1. das betrachtete Anfangswertproblem ist gut gestellt

2. das erste Anfangs-Randwertproblem ist gut gestellt

3. das zweite Anfangs-Randwertproblem ist im Allgemeinen nicht gut gestellt
(schlecht gestellt)

2.1.4. Charakteristiken fiir die Anfangswertaufgabe der
Advektionsgleichung

Die homogene Advektionsgleichung

{m@i%HMWWA%ﬂ=Q zER, t>0 (2.2)

u(z,0) = p(x), r eR

Voraussetzung: c¢(z,t) und ¢(x) gentigend glatt.
Anfangswertprobleme heiflen auch Cauchyprobleme.

Charakteristikenverfahren

Die Charakteristiken des Anfangswertproblem (2.2) sind Kurven in der z-t-Ebene, die wie
folgt definiert werden:

do(t)
G = c(z(t),t), t>0 (2.3)
z(0) = xg

Die Losung x = x(t) dieser Gleichung definiert eine Kurve

Ii={(z(t),t), t>0}

mit dem Anfangspunkt (zg,0) zum Zeitpunkt ¢ = 0.
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* > T

x(0) = xg

Diese Kurven nennt man Charakteristiken. Entlang dieser Charakteristiken fiir u bzw.
u(z(t),t) gilt:

du(xz(t),t) dz(t)

a Ty

= u(z(t),t) = konstant auf I'

= u(x, 1) = u(zo, 0) = (o)

= uy + ugc(x,t) =0

Fazit: Wir kénnen das Cauchyproblem (2.2) 16sen, indem wir die gew6hnliche Differential-
gleichung (2.3) losen.

Beispiel 2.1.1:

u+zu, =0, xR, t>0
u(z,0) =p(z), z€R

) _ ), 10
Fiir die Charakteristik ergibt sich dr z(t),
z(0) = z¢

Als Losung erhalten wir:

z(t)=xp- S rg=2-¢"

Somit ergibt sich fiir die Losung von (2.2): |u(z,t) = p(zo) = gp(xe_t>

Die inhomogene Advektionsgleichung

ur + a(z, t)u, = b(x,t), xR, >0
u(z,0) = ¢(z), z€R

Die Losungen werden wieder als Losung folgender gewohnlichen Differentialgleichung

definiert:
dz(t)

dt

=a(x,t), t>0, z(0)=umx
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Wie zuvor betrachten wir u(z(t),t) auf der Charakteristik.

%u(w(t), t) = uy + i—fuz
= u + a(x, t)u,
= b(x(1), 1)

Die Losung entlang der Charakteristik (x(t),t) wird gegeben durch:

u(a:(t),t) = p(z9) + /Ot b(x(s), 5) ds

Beispiel 2.1.2:

U + Uy = T, xER,t>O
u(,0) = p(z), z€R

dz(t) 1 t>0
Die Charakteristiken sind definiert durch e 7 =
z(0) =z

=a(t) =xo+t= u(:v(t),t) = p(z0) + /Otm(s) ds
L,
= (,0(1’0) + ZL'Q'LL + §t

Da z¢g =z —t, folgt

u(z,t) = p(z —t) + (x — t)t + %ﬁ

1
= go(x—t)+xt—§t2

Abhingigkeits- und Bestimmtheitsbereich

Abbildung 2.1.: Abhéngigkeits- und Bestimmtheitsbereich
t (z,t) t

Uy +cuy, =0

¢ = konstant

(x —vct, 0) 71 Ty

(a) Abhéngigkeitsbereich (b) Bestimmtheitsbereich
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(a) Die Losung von u héngt im Punkt (z,¢) nur von (z — ct,0) ab, d.h. der
Abhangigkeitsbereich (engl. domain of dependence) des Punktes (z,t) ist der Punkt
(x —ct,0).

Allgemeiner gilt:

Der Abhéngigkeitsbereich eines Punktes (z, ) ist die Punktmenge zum Zeitpunkt
t = 0, von der allein der Wert der Losung in (z,t) abhéngt, d.h. eine Anderung
der Anfangswerte auflerhalb des Abhéngigkeitsbereiches beeinflusst nicht den Wert
u(x,t) [siehe 13, Seite 307].

(b) Die Werte von u(z,0) fir x € [z, 25| bestimmen die Losung im Streifen
Q= {(x,t):xl—ctgx—ctgxg—ct}
d.h. © ist der Bestimmtheitsbereich (engl. domain of influence/determinance).
Allgemeiner gilt:

Der Bestimmtheitsbereich von [ ist das Gebiet  C R?, in dem dann die Lésung
durch die Anfangswerte u(x,0), x € I bestimmt ist.

2.1.5. Differenzenverfahren fiir die Advektionsgleichung

Approximation von Ableitungen durch Differenzenquotienten

Sei u € C*(G), G CR?

Taylorentwicklung:
du u? 0%u
u(x+ h,t) = u(z,t) + U%(x,t) + ?@(x,t) +...
ou ~u(x 4 h,t) —u(w,t)
= o (x,t) = Y +O(h)
=:D 4 pu(z,t)
Analog:
ou ~u(x,t) —u(x — h,t)
a—x(:c,t) = . +O(h)
=:D_4 pu(z,t)
ou ~u(x+ h,t) —u(xr — h,t) 5
=:Dog,nu(z,t)
ou ~u(x,t+h) —u(x,t)
%(x, t) = h + O(h)

Manchmal schreiben wir auch Dy, statt D, 5 etc.
Das Modellproblem (Anfangs-Randwertproblem)
u + cuy, = 0, (x,t) € [a,b] x [0,T]

u(z,0) = f(z), x € |a,b
u(a,t) =®(t), tel0,T]
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t
A
u(z,t)=u (a, Ct_f”)
1 ct—z+a
A P S <.--‘i__)_____l
5 5
I '
3 a=x—ct !
u(z, t)= u(x — ct, O)E
=fla—ct) |
x

a u=f b

Es seien nun M, N € N und

k.= At .=
ri=a+1th, 1=0,1,... N
t;i=jk, j=01,... M
G := (a,b) x (0,T) C R?
Gy = {(zi,tj):izo,l,...,N, j :0,1,...,M} = Die Menge der Gitterpunkte in G

Die exakte Losung u(z,t) des Modellproblems wird in den Gitterpunkten durch eine
Naherung u™* approximiert:

Rk ( .k

w(x;, tj) = u(x,t;) =: u;;

Die Werte

u?dk = u(x;,0) = f(z;), i=0,1,...,N und
gt = u(0,t) = @(t;), j=0,1,....M

sind bekannt.

Das Gitter Gp, i:

t
T (0,tm (xn,tm)
k= AK
(‘va 0)
(%,to)a - ! - X
h=Ax
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Ein erstes Differenzenverfahren (Raumvorwéirtsverfahren) =

Sei u(x,t) eine Losung der Advektionsgleichung: u; + cu, =0

= Doy pul* (2, t)+cDyp pu* (2, t5) :%4—%, i=0,1,....,.N, j=0,1,...,.M
—
-0

R,k hk
Diyu;y + cDygpu;y =0
uE oy R,k uk

Za]+ [2¥) + IS i+ ) [2¥) — 0 (2.4)

k h

Annahme: % = konstant =: A € R

Dann geniigt es u” statt u* zu schreiben.

o hk . hk E hk Rk
Wigpr = Wig =€ 3 Uigrj = Uij
~—
=\

hok hk

2.4

. Molekiil“:

I

o @i +1,7
L]

X X X X X X

X X X X X X X

x = bekannt oder berechenbar
O = unbekannt oder nicht berechenbar

Dieser Ansatz ist offensichtlich nicht geeignet zur Losung des Anfangswertproblem der
Advektionsgleichung.
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Ein zweites Differenzenverfahren (Raumriickwirts)

Hier approximieren wir die Raumableitung w, durch D_,u

= Dol 4 eD_ju" =0
h h h h
PN Yiger — Wiy _ Mg~ Mg
h
A=F h h
h _

,Molekiil“:

‘ X X X X X X X
XX X X X X X
’ XX X X X X X

Fazit: Nicht jeder Differenzenansatz funktioniert fiir das betrachtete Modellproblem.

2.1.6. Die Courant-Friedrichs-Lewy-Bedingung
Der Abhéangigkeitsbereich der Advektionsgleichung u; + cu, = 0 im Punkt (z,?) ist:
AB (u, (x, t)) = (x — ct,0)

Auch fir die Differenzengleichung lésst sich ein Abhéngigkeitsbereich angeben. Betrachten
wir zundchst das Raumvorwértsverfahren:

quH -1+ c)\)u?,j + c)\uﬁru =0
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Der Wert u/;; im Punkt (z;,t; + 1) hingt zundchst von den beiden Gitterpunkten (x;, t)
und (z;4+1,t;) ab. Durch rekursives vorgehen sehen wir, dass der Abhéngigkeitsbereich von
u" im Punkt (z;,t;41) das Intervall [z;, ;4 ;41] auf der z-Achse ist. Aus x; = a + ih und

t; = jk mit A = £ folgt fiir (z,t) € Gy,

AB(uh,(%t)): {(a:,O) x <7T < x—l—;}

Fir das zweite Differenzenverfahren (Raumriickwérts) ergibt sich analog:

ulsp — (L—eMul; — el ;=0
= fir (z,t) € Gy,
AB(U", (x,1)) = {(m, 0): z— ; <z < x}

Satz 2.1.1 (CFL-Bedingung):

Fiir die Konvergenz eines Differenzenverfahrens ist es notwendig, dass der Abhdn-
gigkeitsbereich der Differentialgleichung im Abschluss des Abhdngigkeitsbereich der
Differenzengleichung beim Grenziibergang von h gegen O enthalten ist. Fir alle (z,t) €
G gilt dann:

Ist (zp,tn) € Gy eine Folge von Gitterpunkten mit limy,_o(xp,tp) = (z,t) und
¢ € AB(u, (z,t)), dann gibt es fir alle e > 0 ein § > 0, so dass

B(§) N AB(u", (wn, tn)) # 0

fiir 0 < h <9, wobei B.(§) der Kreis um & mit Radius ¢ ist.

Beweis:

Angenommen, die CFL-Bedingung ist nicht erfillt.

= J(z,t) € G und & € AB(u, (z,1)), sowie eine Folge (x5, t) € G mit (x5, t) 2= (z,t)
und ein € > 0, so dass

B-(&) NAB(u", (w,t1)) =0 VA >0

Hieraus folgt, dass Anderungen der Anfangs- und Randwerte in B.(¢) die Lésung w in (x,t)
dndert, aber nicht die Approximation u” in (x,, ). Es ist moglich, die Anfangs-Randwerte
so zu wahlen, dass der Limes limy,_, uh(a:h, tn) entweder nicht existent oder nicht gegen
u(z,t) konvergiert.

]

Bemerkung 2.1.2:
Diese Bedingung geht zuriick auf eine Arbeit von R. COURANT, K.O. FRIEDRICHS
und H. LEWY [siehe 14].
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Beispiel 2.1.3: -

Uy +cuy, =0

AB (u, (x, t)) = (v —¢t,0)

1. Zeitvorwirts/Raumvorwarts:

AB(uh,(x,t)) = {(f,O): r<T< x—l—ﬂ = [:c,x—l—%] , A=£
Uberpriifen der CFL-Bedingung:

(:L‘7t) gegeben' 5 = (I - Cta())a €= %t? (xhath) ﬂ} (ZL‘,t)
B(§)N [z, x+ 4] =0 Vh>0

2. Das zweite Differenzenverfahren (Raumriickwérts):

h h h

Hierfiir ergibt sich:
AB(uh,(x,t)) = {(T,O): r—+<T< x} = [x— 1 x}

AJ
Es gilt:
te[ t]
T —c r——.,T
A
t
S rg——<gxg—ct<z

t
&S 0<et < —
- T A

& 0<cA<1

CFL-Bedingung fiir das Zeitvorwérts/Raumriickwérts-Verfahren lautet:

k k
A1) A=-—+ - <1
c , h:>ch_

Die CFL-Bedingung ist nur eine notwendige Bedingung, daher
Konvergenzbeweis beziiglich || « || .
Sei u"(x,t) die numerische Losung, die mit dem Verfahren

D+tuh +eD_u =0

berechnet wird. Wie gezeigt ist die CFL-Bedingung c\ < 1.

= ts = kte Losung in (x;, t;
Notation: U}Sx“ i) . €xa. ' g in (x4,t;)
ei,j = 6@'7]' — ui,j - ui,j - Fehlel" mn (I‘Z', t])
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Beweis:
Taylorentwicklung ergibt:

Uij+1 — Uiy

At Ax
mit 1<i<N, 1<j57<M-—1und

0%u At 0%u Ax
fig = ﬁ(wiﬁ)T - C@(ﬁ,ti)7

wobei T € (tj, tj+1) und f € (ZEi_l, l'z)

Dann gilt:
Ax
|figl < Fi= Ma(A +¢) =
Die Approximation u” erfiillt:
h h h h
Uij41 — Uy Ui — Uiy
=0 2.6
At te Ax (26)

(2.5), (2.6)  €ij+1 — €ij €ij — €Ci—1;j
’ 5 2 + c . oo fz,g

At Az
= €ij+1 = (]. — c)\)ei,j + c/\ei_l,j + Atfi’j

h .
.. . . €0 = U0 —Uqg = 0 OS’LSN

Zusatzlich gilt: ’ Y )

& €0,j = Uy, — ’U,g,j =0 0 S ] S M

; % % w w TS

Jj+1 XX <X

% PN

J AN X0
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E; := max le; ;| (maximaler Fehler im Zeitschritt j)
0<i<N

= leijr1] < |1 —cAE;j+|cAE; + At- F

0<cA<L1

= Ej+1 Si Ej + At F

Es gllt E() = MaXp<i<N ’61"0’ =0

= F; < JALF
= jJAtMy(A + C)A;
[
2.1.7. Das Lax-Wendroff-Verfahren
Betrachte das Modellproblem (Anfangswertproblem)
{ut Yeoup =0 (2,t) € (a,b) x (0,T)
u(z,0) = f(x) x € |a,b

Annahme: Losung geniigend glatt.
Taylorentwicklung um ¢:

w(w, t+ At) = u(z, ) + At?:(x, 0+ Aj g‘; (e,0) + O (A1) (2.7)

Aus der Differentialgleichung u; + cu, = 0 folgt: u; = —cu,
Pu 0 (Bu) 0 0u

U= T\t ) T “oron
__O0u_
- 8x ot Yoz

Ersetzt man in der Taylorentwicklung (2.7) u; durch —cu, und uy durch c*u,, so erhélt
man:
o At 3
u(z, t + At) = u(x, t) — cAtug(z,t) + ¢ 7um(:c, t)+ O ((At) )
2/{32

—E;fuwx(xhtj)%—c)(kg) (2.8)

u(xi,t )= 5

U j+1 = Ui j — ckug (i, t;) +
Ry i,j+1 1] :r( & J)

Néchster Schritt: Approximieren der Ableitung nach x

=L 8%, ty) = Do, ty) + O (h?) = HELZUEL 4 O (h?)
2. P (xy,ty) = Bt 4 O (h?) = Dy, D_gul + O (h?)
(2:8)

= Ui g1 = i — ckDogtty j+ 5Dy D_gu; j+ O (k3> +0 (k;hZ) +0O (thz)

vernachlédssigen
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Fortlassen der Fehlerterme hoherer Ordnung ergibt das Lax-Wendroff-Verfahren:

h h 2 ,,h h h
Wb g ~ Vi (ch)? uiay — 2uiy + uily
6,J+1 T Piyg 2h 9 h2
_k
A=k cA A

& Ui = ?(1 + C)‘)u?—l,j +(1 - 02)‘2)“?7?

Bemerkung 2.1.3:

1. Fir das Lax-Wendroff-Verfahren gilt die CFL-Bedingung |cA| < 1 und es konver-
giert unter dieser Bedingung. Die CFL-Bedingung ist hier also auch hinreichend.

2. Das Lax-Wendroff-Verfahren konvergiert mit der Ordnung 2 (e" € O (h? + k?)).

B (1— C/\)u?—i-l,j

»Molekiil“:

3. Wenn das Modellproblem (Anfangs-Randwertproblem) betrachtet wird, muss
auch u(b, t) vorgeschrieben werden, obwohl dies fiir die analytische Losung nicht
notwendig ist, vgl. auch Raumvorwarts.

Literatur: [15].

2.1.8. Zusammenfassung einfacher Differenzenverfahren

1. Zeit-Vorwarts-Raum-Vorwarts-Verfahren

h . h h . h
Yogn — Mg, Mg — Yy
k h
D+tuzj CD+zqu

h _ h h

Nachteil: Erfillt die CFL-Bedingung nicht! Dieses Verfahren sollte nicht verwendet
werden.

2. Zeit-Vorwirts-Raum-Riickwarts- Verfahren

h R h .k
Yign =% Uiy~ Yicg
k h
D+tuzj cD,zqu

h

h h
=4 ui’j+1 - (1 — C)\)uiJ + C)\UZ—Lj
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3. Zeit-Vorwarts-Raumzentriert- Verfahren

u?,jJrl - U?] +Cu?+1,j - U?Aj —0
k h
D+t“?,j cDOzuﬁj
h h A,y h
S Uy = Uy — ?(ui+1,j — ;)
4. Lax-Friedrichs-Verfahren
Ui 41— %(%—1] + “?ﬂ g) Yitr; — W15 _ 0
k 2h
5. Leap-Frog-Verfahren
Jj+1 °
“?,j+1 - uzh,j—l uzh—',-l,j - uzh—Lj - Je °
+c =0
2k 2h j—1 e
1—1 1 1+1
6. Lax-Wendroff-Verfahren
b cA A A cA 5
Uijt1 = ?(1 + C)‘)uifl,j +(1— 02)‘2)%‘,]' - ?(1 - C)‘)uiJrl,j

2.2. Die Warmeleitgleichung

2.2.1. Modellgleichung
Ut = Uz, (2,t) € (a,b) X (c,d)

Verwandte Gleichungen:
Viele Gleichungen lassen sich auf die Modellgleichung reduzieren:

1. uy = aug,, a = konstant

Transformation:

-
T =at&t = —

a

0 t 1
= U, = EU(I’T) = ut(x,t)E = Eut(:c,t) = Uyy

=0 Ugx

= Ur = Ugy

2. uy = a(t)ugy, a(t) >0
Transformation:

AW = [ atp)dn, 1 =a(r)

Uz, T) = u(x, @(7’))

Uz, 7) = gz(x, ®(r)) = ww, t)—

= uy <8A(t))_ = utL = U (x,t) = um<x, @(7‘)) = Ups(x,7)
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2.2.2. Analytische Losung der Warmeleitungsgleichung -
Trennung der Verinderlichen

Wir betrachten u; = u,, und machen folgenden Ansatz:

u(z,t) = X(x)T(t)

Notation:
X — X d7T — T
dx Todt
T X
= U = Uy & T = ~ = .. )\ = konstant
~~ unabhéngig von z,t
hingt von t ab hangt von x ab

Hieraus ergeben sich die beiden gewohnlichen Differentialgleichungen

X"—AX =0

. 2.9
T-NT'=0 (2:9)

mit den allgemeinen Losungen

wobei a,b, ¢ € C. Da wir X (z) - T'(t) betrachten, kénnen wir ohne Einschrinkung ¢ =1
annehmen. Da die Warmeleitgleichung linear ist, erhalten wir aus der Summe spezieller
Losungen selbst wieder eine Lésung (Superpositionsprinzip).

Beispiel 2.2.1 (Anfangs-Randwertproblem):

Up = Ugy, (x,t) € (0,7) x (0,00)
u(z,0) = ¢(x), x € [0,7]
uw(0,t) = u(m,t) =0, te][0,00)

Physikalischer Hintergrund:

Drah La . . . :
raht der Lénge 7 Ein Stab der Lange 7 mit konstantem Querschnitt hat

zur Zeit tyg = 0 die Temperaturverteilung . Der Stab
ist isoliert, so dass der Wéarmestrom nur in z-Richtung
statt findet. Die Endpunkte des Stabes werden fiir die
auf 0°C gekiihlt Zeit t > 0 auf 0°C gehalten.

I[solierung

Zur analytischen Losung dieses Problems machen wir folgenden Rechenansatz:
u(z,t) =Y Co X, (x) T ()
n=0

wobei C,, Konstanten und X,,(z),T,(t) Losungen der gewohnlichen Differentialgleichung
(2.9) zu gegebenen Konstanten A = A, sind. Die Konstanten ), werden so gewéhlt, dass
die Randwerte u(0,t) = u(nw,t) = 0 erfillt sind, d. h.

X,(0) = X, (1) =0
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Setzen wir A := —n?, n=0,1,2,... so folgt:

) 1 1
Xn(x) = sin(nx), <a =5 b= —2—Z>

2

T,(t) =e ™"

Also: -
u(z,t) =Y C, -sin(nz) - et

n=1

Die Koeffizienten C),, bestimmen wir mit Hilfe der Anfangsbedingung
u(z,0) = ¢(z)
o(z) = u(z,0) = > C, -sin(nz)

n=1

Hieraus folgt direkt, dass die Konstanten C), die Koeffizienten der Fourier-Sinusreihenentwicklung
der Funktion ¢(z) sind:

2 s
C’n:;/ o(z) -sin(nz)dr, n=1,2,...
0

Die Losung des Anfangs-Randwertproblem (2.2.1) ist also gegeben durch:

u(z,t) = ni:o:l (% /O7T ¢(x) - sin(nx) dx) -sin(nx) - et

Offenbar hiangt die Losung u(x,t) im Punkt (z,t) von allen Werten u(z,0) mit x € [0, 7]
ab. Der Abhéngigkeitsbereich ist also

AB(u, (x,t)) = {(x,O) 0<z< 7r} = [0, 7]

t

(1)
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2.2.3. Das Maximumprinzip

. oG
Notation:
G = (a,b) x(0,7)
O O oG = (a,b) x {0}
i G g G = {0} x[0,T]
© © 0sG = {b} x[0,T]
WG = (a,b) x{T}
T G b

Satz 2.2.1 (Maximumprinzip fiir die Wirmeleitungsgleichung):

Es gelte u(xz,t) € C(G), wu € C*GUIG) und uy = uy, fir (z,t) € GUOIG. Dann
nimmt u das Maximum auf dem parabolischen Rand R an, mit

R = (%G U (92G U 83G

Beweis:
Maximum existiert, da u € C(G), G kompakt.

M := maxu(z,t)
G

Angenommen der Satz gilt nicht, dann gibt es ein € > 0, so dass

m]z%xu(x,t) <M-—¢

und es gibt (zg,tg) € G U 4G, so dass M = u(zo, to)

= Ut(l'g, to) Z 0
Ux(l'o, to) = 0
sz(%, tO)S 0

Wir definieren folgende Hilfsfunktion:
vp(z,t) :=u(x,t) + k- (tg —t), k= konstant >0
Daraus folgt:
1. Uk<l'0,t0) = U($0,t0) =M
2. k(ty—t) < kT
Wihle k > 0, so dass kT' < 5, dann gilt:

€
< — - .
Hl]%X v, < M 5 (2.10)
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v, € C(G), G kompakt

= v nimmt Maximum in G an, etwa in (acl,tl) ed
= Uk<x1,t1> > Uk<x0,t0) 1: M

Y (11, 4) e GUAG

Weiterhin gilt:

0 é (Uk)t(ﬂfl,tl) = Ut(l’l, tl) —k
- 0 > (vk):m:(xbtl) = uxm<x17t1>
0 < (o)1, t1) — (Vp)ae(@1,t1) = we(@r,t1) — Uge(21,81) —k
=0, (z1,t1)EGUIILG
0<k<O0 g
0

Bemerkung 2.2.1:

Fiir Verallgemeinerung des Maximumprinzips, [sieche 16].
2.2.4. Eindeutigkeit und stetige Abhangigkeit von den Rand-

und Anfangswerten

Satz 2.2.2:

Seien u, v Losungen von uy = Uy, tn GUO,G und ulg,¢ = fr, vlo,e =9k, k=1,2,3.

Dann gilt:

_al < _
e v|_.gggg%g%%§|f% 9
Beweis:
Wir definieren die Hilfsfunktion
wi=u—10

Dann folgt aus dem Maximumprinzip:

1. maxzw < maxpw

2. maxg(—w) < maxgp(—w)

— < — — — —
= maxg |w| < maxp |w| = maxg |u — v| 1%??3%(”’“ k|
O

Folgerungen:

1. Die Losungen des Anfangs-Randwertproblem der Warmeleitungsgleichung hiangen
stetig von den Rand- und Anfangswerten ab.

2. Die Losung des Anfangs-Randwertproblem ist eindeutig.
= Das Anfangs-Randwertproblem der Warmeleitungsgleichung ist gut gestellt.
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2.2.5. Explizite Differenzenverfahren fiir die
Waiarmeleitungsgleichung

Bei der Warmeleitungsgleichung miissen wir im Gegensatz zur Advektionsgleichung eine
Ableitung (in Raumrichtung) zweiter Ordnung approximieren. Wir konnen dabei vorgehen
wie bei der Linienmethode (siehe Ende von Sektion 1.3.6).

Sei u € C*(G), dann gilt:

0*u 9
@(x, t) = DywD_ju(z,t)+ O (h )

-2 —
DD _yu(w,t) = u(@ + h,t) = 2u(z,t) + u(z — h,t)

12
T
Beispiel 2.2.2 (Modellproblem):

U = Clgg, (x,t) € (a,b) x (0,T) o =
u(z,0) = ¢(x), x € [a, b I Up = Clgy I
w(a,t) = wu(b,t)=0, tel0,T] s

0= U= b
Gitter GMF 1 h:= Az := Jl{,jral, k:= At := %
i = a-+1h, 1=0,1,...,N+1
G o= (@i, 1)
t] : ]k7 .] = 07 17 7M
t
(0, M) (N+1,M)
T
k= AK
N+1,0
(0,0) —(I' )
a ~—~ b

Die exakte Losung des Modellproblems (2.2.2) wird in den Gitterpunkten durch eine
Approximation u"* angenihert.

Ui 1= U(.’ﬂi,t]’) =~ Uh’k<$i,tj) =: uijj

Die Anfangs- und Randwerte sind bekannt:

uZ’Ok =u(x;,0) = p(x;), i=0,1,...,N+1
ugf = u(a,t;) =0, j=0,1,....M
u?\,]il] =u(b,t;) =0, j=0,1,.... M
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Fiir die inneren Punkte (z;,¢;), 1<i<N, 1< j <M benutzen wir die Differenzen-
gleichung

hk hk
D+tui,j =cD . D_,u;;

Z7J
h,k h,k h,k h,k h,k
Wijn — Uiy Uiy — 2u)
& =c -
k h
hk  hk kE o/ onk hk | hk
< Uijp1 = Wij T €5 (Ui+1,j —2u;y + “z’—Lj)

Unter der Annahme A := % = konstant lautet das Molekiil fiir dieses Verfahren (klassisches
explizites Verfahren oder Zeit-Vorwérts-Raum-Vorwérts-Riickwérts):

*

Begriindung: \ = ;5 = konstant.
Aus der Losung des Anfangs-Randwertproblem mit Hilfe der Trennung der Verénderlichen,
wissen wir:

AB(u, (1)) = [a,0]

Analog zur Vorgehensweise bei der Advektionsgleichung ergibt sich fir das Differenzen-
verfahren fiir (z,t) € GMF

th  th
TR

AB(uh’k, (x,t)) = [a,b] N [x - —,z+

Damit die CFL-Bediengung erfiillt wird, ist es erforderlich, dass

hl,}glo Eo
Dies ist nicht fir % = konstant erfiillt, aber fiir h% = \ = konstant.
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2.2.6. Konvergenz des klassischen expliziten
Differenzenverfahrens

Satz 2.2.3:
Folgende Voraussetzungen seien erfillt:

1. u=u(x,t) sei die Losung des Modellproblems (2.2.2) mit a = —1, b= 1 sowie
u e C4((_1v 1) X (O,T))

2. ul sei die Losung des klassischen ewxpliziten Differenzenverfahrens mit \ := (AA—;)Q
und ch < %
Dann gilt:
At Az)?
wobei M, := maX,4s=p LD O 8;;—(;2? , p=24.

Beweis:
Wir definieren den globalen Fehler in (z;,¢;) als €; ; := u; j — ul! 0<i<N+1,

2,37

0<j3j< M, bzw. 1 <1< N, 1< 75 < M. Der Fehler erfiillt die Differenzengleichung

Cig+1 —Cij _ . <€i+1,j — 265 + 62’—17j> h
/L?J

; . = (2.11)

mit Tfj < K := %Mg + %Mgt (Restglied abschneiden, Taylorentwicklung). Anfangs-
und Randwerte ergeben:

eoj =0=eny1y, 0<j<M

eio =0, 0<i<N+1
Sei E; := maxo<i<n-+1 |€i ]
LB —0 (2.12)
Ej = max lei;|

(2:1>1) |ei,j+1| = |€i7j + C)\€i+1,j — 26)\61'7]' + C)\Gi_l,j + kTi}}j
<1 —=2eA| - feigl + [eA] - leiragl + [eA] - leimi | + k[T
< {1 = 26| + 2N } B + At - K

Da 0 < cA < 3, folgt |1 — 2eA| =1 — 2¢A

(2.12)
< (GHDAIK, 0<j<M
induktiv s Vand

<T
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2.2.7. Von-Neumannsche Stabilitatsanalyse

Spezielle Losungen des Differenzenverfahrens

[17, Kapitel 4.2]
Betrachte das Modellproblem (2.2.2) mit « = 0, b = 1 und das klassische explizite

Differenzenverfahren

h h
_ 0<i<N+1, 0<j<M
At (Aa:) SESAT =J =

mit den diskreten Randwerten ugd» = u?\, 41, = 0, 0<j < M. Wir suchen nun spezielle
Losungen der Differentialgleichung und verwenden dazu, wie bei der Differentialgleichung,
den Ansatz der Trennung der Verdnderlichen. Gesucht sind diskrete Losungen der

Form:
:thj—;h’ ’L:()?,N—i—l’ j:0,7M

wobei X" := (X!, Th.= (Tjh) . Einsetzen in das Differenzenverfahren ergibt:

unabhéingig von j unabhingig von
hh hh h h hh h h
XT3, — X35 XZ+1T = 2X7T3 + X T

At B (Az)?
Ohne Einschrénkung gilt: X' # 0, T} # 0.

Thy =T X[ —2XP+ XD

AT (Az)2 X}
= 3 — pu = konstant, so dass
Xl —2XP + XTI — = T, - T}
(Az)2 X} AtT}]

Daraus folgt:
L Xl = 2X0 4 XP, = —p(Ar) X!

2. Tfy = 1} = —nAIT}

wio = XTIy = ()

Anfangswerte hidngen . .
Ohne Einschrinkung: Ty := 1
nur von ¢(x) ab

h_ h
2. & T = (1 — pA)T;

Th=1 ; .
induktiv T;'=(1-Atu), 0<j<M

. eonh ok —
Randbedingungen: Wy ; = WNyqj = 0

:>X(})L:0:XJ]%/+1
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= Apz" = —puax" (Eigenwertproblem)

-2 1 0 0
) 1 -2 1
h=Az, A,= |0 0
1 -2 1
0 0 1 =2
Fiir die Eigenwerte ergibt sich
— Ly = hQQ (COS(pﬂ'h) - 1)
2sin®(a)=1-cos(2a) i gin? pih
B h2 2
und fiir die zugehorigen Eigenvektoren:
T
X;L:(xzvl,x’;’z,...,xz’]\,) , p=1,....N

mit X!, =sin(pri-h), i=1,...,N.

Alle speziellen Losungen der Differentialgleichungen erhalten wir somit
N X R h, _
wP = w"? = (wijjp)i’j, p=1,...,N

d.h. w"P hat in (z;,t;) den Wert wz P Das Superpositionsprinzip gilt auch hier:

N
v= Z Ypw”
p=1
mit v, € C, p=1,..., N ist Losung des klassischen expliziten Differenzenverfahrens.

Wir bestimmen die Koeffizienten mit Hilfe der Anfangswerte
v = v(z;,0) = @(x;), i=0,....,N+1

Da T} =1, alsosz—Xh 1=0,...,N +1 gilt:

Py

g0(33_2) Deﬁmtlon Z pwh

VOH v

_ h
= Z X
p=1
N+1
Randwerte Z sin p’ﬂ'(L’ )
mnd 0 Tp !
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Die Eigenvektoren bilden ein Orthogonalsystem

N+1

Yp = 2h Z ‘P(Ii)X;}J,i
p=0
N+1

=2h Y o(xz;)sin(pra;)

p=0

Vergleich der analytischen und der numerischen Losung

Die analytische Losung lautet:
u(z,t) = Cre ™™ sin(kra)
k=1

mit Cy = 2 [y p(z)sin(krz)ds, k=1,2,....
Als diskrete Losung haben wir berechnet:

N+1 '
Uzh,j = > (1l — Atpy) sin(pra;)
p=1
mit p1, = 75 sin?(2%) und v, = 2 35 o(2) sin(pray).

Es gilt also:

N+1 o]

\ui,j—uﬁﬂ = Z {C’ke*k%% — (1 — At,uk)]} sin(kma;)+ Z C e~Rm; sin(kmrz;)
eschrankt, <1
wenn ()

stetig

Betrachte t; > ¢ >0

o 2.2 > 2.2
Yo Cre M Usin(krr)| < C Y e F TR

k=N+2 k=N+2

Wir betrachten in der endlichen Summe die zeitabhéngigen Terme:
1 K27t > 0= e ™4 <1 Vk
2. Gilt fur irgendeinen Index k
|1 — Atpg| > 1
so wichst |1 — Atuy|’ unbeschréankt bzw. wird sehr grof fir j = 1,..., M.
Ein Wachstumsverhalten wie unter 2. beschrieben, tritt bei der analytischen Losung nicht

auf, vgl. 1..
Daher ist es notwendig, dass |1 — Atu] <1 Vk=1,...,N+1.
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Hieraus folgt:

4 Ax
4At A
& 0L (Ar) sin? <lmx> <2
. A
(Azx)2 — 2
Die Von-Neumannsche Stabilitidtsanalyse
Modellproblem:
Up = Uy (xz,t) € (0,1) x (0,00)
uw(0,t) =u(l,t) =0 t€[0,00)
u(e,0) = p(x) v e [0,1]

Gegeben sei eine Familie spezieller Losungen von u; = u,,

F = (Ti(t) sin(krz ))keN

wobei Tj(t) := e~ (*m)

Aus sin(z) = 5 (e’ — ™) ergibt sich F = (Tk(t)eik”)kez,
Weiterhin sei eine Familie diskreter spezieller Losungen gegeben:

Fa = ((ak)jeikml)kez

wobei (ay) die Zeitabhéngigkeit der Losung beschreibt.

Beispiel (klassisches explizites Differenzenverfahren):
ar = (1 — Atpy)
Der Faktor a; wird Verstarkungsfaktor genannt.

Definition 2.2.1 (von-Neumann-stabil):
Ein Differenzenverfahren heiit von-Neumann-stabil, wenn gilt:

max |(ax)’] < max Ty (t;)] Vt; € [0,T] (T = oo zugelassen)

Bemerkung 2.2.2:

Fiir ein von-Neumann-stabiles Differenzenverfahren gilt: Das Wachstum der nume-
rischen speziellen Losung ist durch das Wachstum der entsprechenden analytischen
speziellen Losung beschrankt.
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Beispiel 2.2.3 (klassisches explizites Differenzenverfahren):

Ut = Ugy
Einsetzten spezieller Losung der Form wy(z,t) = Ti(t)e*™ ergibt
Ti(t) = —(km)*Ti(t)
R O e Gk

Das klassische explizite Differenzenverfahren lautet:

h h h h h
Uiy — Uy Wl — 20 gl

At h?

Einsetzten der speziellen Losung der Form uffj = (ay)’e*™ in das Differenzenverfahren
ergibt:

(@) = (@ g, _ T
At ¢ - (Az)? -+ (ak)

mit x; = [Ax  (ay # 0) folgt hieraus:

ap — 1 B eikﬂ'ALB — 24 e—ilmrAm
At (Az)?

(cos(kmAz) —1)

(Az)?

4 02 krAx
T (A2’ 2

()

Sap =1

Es gilt weiterhin:
|T(t;)] <1 VEk

Also muss gelten:
a/ <1 Vj>0

AN (Ax>2

D=

= Das klassische explizite Differenzenverfahren ist von-Neumann-stabil, wenn ( AA;)Q <

2.2.8. Implizite Differenzenverfahren fiir die
Warmeleitungsgleichung

Bisher gesehen:
( AA;)Q < % ist notwendig und hinreichend fiir die Konvergenz des klassischen expliziten
Differenzenverfahren fiir v, = u,,. Angenommen, wir benotigen Az = 1(1)—0

Genauigkeit beziiglich der rdumlichen Dimension zu erhalten, dann gilt:

um gentigend

At

= 30000 (sehr kleine Zeitschrittweite)
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Ziel: Konstruktion von Verfahren, die nicht einer so starken Restriktion unterworfen sind.

Betrachte das Modellproblem (2.2.2) mit c =1, a =0, b= 1.
Betrachte folgende Zeit-Riickwérts-Diskretisierung:

u(z,t) —u(z,t — At)

D_u(z,t) = As
u(r + Ax,t) — 2u(z,t) + u(r — Ax,t
Db ey )= 2) )

Wir betrachten folgendes Differenzenverfahren:

D*tuh(xh tj+1> = DerDfmuh(xi? tj+1)

h h h h h
Uilipqg — Uiy Uiy g — 22U F U . .
@ 7]+ 5J — 5J 5J sJ , O < 1 < N 1 O < < M
At (Ax)? srENAL 057s
»Molekiil“:

Die Randbedingungen ergeben
gy = U1y =0 Vi=0,.., M

und die Anfangswerte
uly=¢(x;) 0<i<N+1

-
Fiir jeden Zeitschritt j definieren wir den Vektor u? = (ufj, o ,u?\,’j) .
Das Differenzenschema lésst sich dann schreiben als
(I + AtAh)u?Jrl = u?
2 -1 0 - 0
. -1 2 -1 :

mit I = Einheitsmatrix und A, = W 0 “-. . .0

: =1 2 -1

o --- 0 -1 2

Im Unterschied zum expliziten Verfahren muss bei diesem Verfahren in jedem Zeitschritt
ein lineares Gleichungssystem der Form

(I + AtA)v=f

gelost werden (v = U?H, f= u?)
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Satz 2.2.4:
Die Matriz (I + AtAy,) ist fur alle At, Az symmetrisch positiv definit.

I + AtAy, kann also mit Cholesky gelost werden.

von-Neumannsche Stabilitdtsanalyse

Spezielle analytische Losungen der Warmeleitungsgleichung

up(,t) = Ti(H)e*™, Ti(t) = e” "™

Spezielle numerische Losung
Ansatz: (a)7e*™ = up;
Einsetzten in das implizite Schema ergibt:

ap — 1 eilmrAac S e—ikﬂ'AI

At (Az)? o
 dap o kmAx
= " )
1 1 :
& ay = (ux = Eigenwerte von Ap)

1+ fopsin?(Ampe) 14+ ALy

Es gilt |Tk(¢)] < 1.
Damit das implizite Verfahren von-Neumann-stabil ist, muss gelten:

m]?x‘(ak)j‘ <1 Vj>0

& — | <1 Vy
AT Ay = Y
Da At >0 ,uk>0folgt1+m <1
= Die von-Neumannsche Stablhtatsbedingung ist ohne Einschrankung erfiillt. =

Ein (volles) implizites Verfahren ist ohne Einschrankung an At und Az von-Neumann-
stabil. Ein solches Verfahren nennt man unbedingt stabil (engl. unconditionally stable)
wohingegen man Verfahren mit Restriktionen an At und Az bedingt stabil (engl. condi-

tionally stable) nennt.
Von-Neumann-stabil nur notwendig. Es bleibt zu zeigen, dass das implizite Verfahren auch
ohne Bedingung an At und Az konvergiert.

Lemma 2.2.1:
Fiir jede Losung des impliziten Differenzenschemas gilt:

[0 < [lplloc

wobei ||ul = max |ulj\ und ¢ die Anfangswerte vorgibt.

(Betrachte das Modellproblem (2.2.2))
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Beweis:
Sei \ := ( AA;)Q, dann gilt das implizite Differenzenschema

(1+ 2)‘)“1}3“ = ul}fj + /\<ulh+1,j+1 + ulhfl,j+1)
Setzen wir U; := ||u;|~, so ergibt sich

(L4204 SU;+2 U VI=1,...,N
& (14+20)Uj S Uj 420U
= Uit < U 7=0,....M
< U
= [luoll

= [l¢lloo

Konvergenz des Verfahrens

Annahme: u € C*(G U 0,G)

Sei u = u(x,t) die analytische Losung des Modellproblems. Wie zuvor setzten wir
u; ; = u(z;,t;) fiir den Gitterpunkt (x;,¢;) € G". Aus der Taylorentwicklung erhalten wir

Uil — Wi Uig1 41 — 2401 + Uim1 4

Al (Ax)? — T

mit Tij+1 = T(xi,tj+1) (Restghed) und ’Ti,jJrl‘ S %MQ + (Alé)Q M4 =: K, mit

o t
M, = max max 2480
r+s=p (zt)eG 0" Ot*

Satz 2.2.5:
Unter der gemachten Voraussetzung gilt:

At Ax)?
|uij — uly| <T <7M2 + ( 12) M4)

Beweis:
Sei e;; 1= U j — qu, dann erfiillt der Fehler e; ; bekanntermafien auch die Differenzen-
gleichung:
€ij+1 — €ij  Citlj+1 — 2€i 541+ €141
A (Ax)? T g+
und den Anfangsfehler: e; o = 0.
Sei B := maxi<;<n |e;;|, dann gilt:

(14 2N)es 01 = eij + Meip1jr1 + eim1 1) + At
= (I+2)N)]eij| < Ej + 2M(Ejp + At 1) Vi
= (1 + 2/\)Ej+1 < Ej + 2)\(Ej+1 + AtK)
=

Eo=0
Ejq < E +AtK < (j+1)AtK < TK

0
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Wir haben also dieselbe Konvergenzabschétzung wie beim expliziten Verfahren, allerdings
ohne die Einschrankung

—_

At < (Aaz)“’5

Das Theta-Verfahren

Wir betrachten das Differenzenschema

%t] + QAhUjJ,-l + (1 - H)AhUj =0
-
mit u; ;= (u’ij, . ,u}ﬁ,,j) und 0 € [0, 1].

6 = 0 = klassisches explizites Differenzenverfahren
§ =1 = (volles) implizites Differenzenverfahren
0 < 6 < 1= wie sieht das Molekiil aus?
0 =i+l ~ uf; _ eu?+1,j+1 —2ulj AUl - 9>uzh+1,j —2u; Uy

At (Az)? (Az)?

BT 0= (-0l + (—1 20— 0Nl — (1 — Ol — Oy,
+(1+ 29/\)u?’j+1 - QAu?H’jH

Fir 0 = % ergibt sich
74l = O ((A)? + (Az)?)

1 . t . t .
Beweisidee: Taylorentwicklung um (xi, %ﬂ

Dieses Verfahren heifit Crank-Nicolson-Verfahren (1947). Von-Neumannsche Stabilitéts-
analyse ergibt, dass das Crank-Nicolson-Verfahren unbedingt stabil ist.

2.3. Stationare Diffusionsgleichung

ut_umm:f

Erreichen des zeitunabhangigen Zustands = u; = 0
Stationarer Zustand:

—Ugge = f
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2.3.1. Variationsformulierung

Beispiel 2.3.1 (Modellproplem):
Finde eine Funktion v = u(x) € C*((0,1)) N C([0, 1]), so dass

—u"=f z€(0,1)
u(0) =0
W'(1)=0

und f € C((0,1)) mit v’ = uy,

Die Loésung muss offensichtlich zweimal stetig differenzierbar sein. Gibt es einen schwécheren
Losungsbegrift?
Sei v € C*((0,1)) mit v(0) =0

= /01 f@)v(x)de = /01 —u"(x)v(z) dz

tiell 1 !
partielle

= / v dr — v
Integration Jq

101\ 1
(=0 / u'v dz
v(0)=0 0

0

Wir definieren den Raum
Vi={vec=((0,1), v(0)=0}

Da v € V beliebig gewahlt war, ergibt sich mit a(u,v) := Olu’v’ dz, (f,v):= fol fudx
das Variationsproblem
a(u,v) = (f,v) YvoeV

Ein solches Variationsproblem nennt man auch die schwache Formulierung der Differential-
gleichung.

1. Ist das Variationsproblem (eindeutig) losbar?

2. Wenn ja, ist diese Losung auch Losung des Modellproblems (2.3.1)7 =

Definition 2.3.1 (Hilbertraum):
Ein Hilbertraum ist ein vollstidndiger, normierter Vektorraum, dessen Norm durch ein
Skalarprodukt induziert wird.
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Lemma 2.3.1 (Lax-Milgram):
Sei (V,(-,-)v) ein Hilbertraum, || - ||v := y/(:,-)v die induzierte Norm, a(-,-) eine
stetige, V -elliptische Bilinearform, d. h.

1. Stetigkeit:
Es gebe eine Konstante c; > 0, so dass

la(u, v)| < allullvllvllv Va0 eV

2. V-Elliptizitat:
Es gebe eine Konstante a > 0, so dass

a(u,u) > allully YueV

Weiterhin sei F' ein stetiges, lineares Funktional (F: V — R) auf V', d. h. es ezistiere
eine Konstante co > 0, so dass

[F(v)] < collvlly VoeV

Dann existiert eine eindeutige Losung des Variationsproblems a(u,v) = F(v) Yv € V.

Beweis:
Siehe Numerik partieller Differentialgleichungen.

Anwenden des Lemmas von Lax-Milgram auf unser Modellproblem:
V= {vec®((0,1)): v(0) =0}

Inneres Produkt: 1 1
(u,v)1 22/ U/U/dx+/ uvdz
0 Lf—/
(u,v)0

auf V. Leider ist V' beztiglich (u,v); nicht vollstdndig, also kein Hilbertraum. Um das
Lemma von Lax-Milgram anwenden zu konnen, vervollstandigen wir V' beziiglich

|-l = /(5
Genauer:

H'((0,1)) := W(),l))”'Hl (Sobolevraum)
Es gilt:
1. H((0,1)) € C((0,1))
2. H'((0,1)) ist ein Hilbertraum beziiglich (-, ),

Sei nun

V= {ve H'((0,1)) : v(0) = 0}

ACHTUNG: Gednderte Definition
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Lemma 2.3.2:
1. a(u,u) > 3lullf YueV
2. |a(u,v)| < ||lu|li|lv]ly Vu,v eV
8. [F()l < Ifllollvll, Vv eV

mit || fllo :==+/(f, o= \/fol f2dx und F(v) := (f,v)

Beweis:

1. a(u,v) = [} u'v' dz

Zu zeigen:

1 L2 Ly
2(/(u)dx+ udx)
2 \Jo 0
= genugt zu zeigen:
1 1
/ (u')? dw > / w’dr YueV
0 0
zunéchst beweisen wir fiir u € V:

u@ = 2

cs.ut
<

(AIUKy)dy

[ zay) ([ )

:/01 (u(w))2dx < /01 (/Ol(u’)Qdy) dz

< Af@ﬁQdyZ?ldx
= /Ol(u’)2 dx

1 1
/ u?dz < / (u')* dz ist eine Poincaré-Friedrichs-Ungleichung.
0 0

! Cauchy-Schwarz-Ungleichung
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2. Fiir beliebige u,v € V gilt:
1
/ u'v' dx
0
1 1
Ccs.ul 1 3/ 0l 3
2 (fuaran) ([
0 0
1 1 S 1 3
< (/ (u')* dx + / u? dx) </ (v')*dx +/ v? dx)
0 0 0 0

la(u, v)| =

= ||U||1||U||1
3. Fiir beliebiges v € V:
1
Pl = | fods
0
Ccs.ul 1 3/ 1 3
< </ dex) (/ v2da:>
0 0
=|Ifllo
1 1 3
< Il </ (W)de+ [ v2dx>
0 0
= |Ifllollvllx

]

Die Variationsformulierung des Modellproblems erfiillt mit V' = {v € H*((0,1)): v(0) = 0}
und (u,v)y = (u,v); die Voraussetzungen des Lemmas von Lax-Milgram. Daher existiert
eine eindeutig bestimmte Losung u € V' der schwachen Formulierung, die sogenannte
schwache Losung.

Satz 2.3.1:
Sei f € C([0,1]) und u € C*((0,1)) N C([0,1]). Weiterhin sei u eine Lésung des
Variationsproblems. Daher l6st u auch das urspringliche Modellproblem (2.3.1).

Beweis:
Seiv € VNCY((0,1)) NnC([0,1]), dann folgt mit partieller Integration

1

(f,v) =a(u,v) = / —u"vdx + ' (1)v(1)

0

= (f+u"v) =0 Yoe VNC(0,1)NC([0,1]) mit v(1) = 0. Sei w == f +u” € C([0,1]).

(*)
Ist z # 0, dann existiert ein Intervall [zg, x1] C [0,1], =z < 21, so dass

sign (w(x)) >0 Vz € (xg,x1) (Stetigkeit)

(x —20)%(x — 1), @ € [w0, 1]

Definiere v(z) := {07 x € [0,1]\ [zo, 1]

! Cauchy-Schwarz-Ungleichung
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& f 4w =w =0, also —u" = f. Bleibt zu zeigen: u/(1) = 0

= (w,v) =0
1
(f,v)= /0 —u"vdz + u/'(1)v(1)
=v(0)=0

sd(Wv(l)=0 Ywe V. ncC'((0,1))Nc(o,1])
1) = 0

Da u € V schon u(0) = 0 impliziert, 16st u das Modellproblem.

2.3.2. Das Galerkin-Verfahren (Ritz-Galerkin-Verfahren) g

Im Unterschied zum Verfahren der finiten Differenzen, bei denen der Differenzialoperator
diskretisiert wird, diskretisieren wir hier den Losungsraum V.

Es sei V* C V ein endlich dimensionaler Hilbertraum der Dimension n := dim(V") mit
der Basis (¢;)i=1...» um eine approximative Losung des Variationsproblems

a(u,v) = F(v) YveV

zu erhalten, gehen wir wie folgt vor:

1. Ersetze a(u,v) = F(v) Vv €V durch
Finde uj, € V", so dass |a(up,vy) = F(vy) Yo, € V"
al-,): Vi x VP SR, F:VP SR
—~ =~
cVv cVv
Diskretes Problem wohlgestellt, insbesondere existiert genau eine Losung uj, € V.

2. Entwickle die diskrete Losung wy, nach der Basis (¢;)i=1,..»
Up = Z Ci¥i
i=1

3. Setze diese Entwicklung von wuy, in die diskrete Variationsformulierung ein:

a(up,vp) = a (Z Cz‘%,vh)

=1

=F (Uh) Vp € Vh
4. Offensichtlich geniigt es, die Basisfunktion ¢; als Testfunktion einzusetzen

a(ZCigoi,vh> =F(p;) 7=1,...,n
i=1

1 Ci@(%’; 901) = F(Spl)
& : : (2.13)
* o calei, en) = F(pn)
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5. Definiere die Steifigkeitsmatrix

und den Lastvektor

6. Das diskrete Variationsproblem ist dquivalent zu (2.13) < kc=b
wobei ¢ = (c1, ..., c,)T, der Koeffizientenvektor der Basisentwicklung ist.

Satz 2.3.2:
Sei a(-,-) selbstadjungiert und V -Elliptisch. Dann ist die zugehorige Steifigkeitsmatriz
symmetrisch positiv definit.

Beweis:
: h : _ n _ n
Seien up, vy, € V' mit up = Y0, i, vp = ijl d;p;

a(up,vp) = a (Z Cipi U =Y djtpj)
i=1 j=1

= > cidja(pi, ;) mit (ki)
—_———

ij=1 ne
= d ke
= (ke, d)
Hierbei sei y'z = (z,y) Vz,y € R™
Dann gilt:
Selbst-
1. (ke,d) = alup,vp) = alvp,un) = (kd,c)
Adjungiert

k symmetrisch folgt direkt aus k = (a(gpi, cpj))

CL(-,~) 2 h
2. (ke,c) = alup,up) > alluplli >0 Yu, €V u, #£0
V-Elliptisch

& (ke,e) >0 YeeR", c¢#0

[
Satz 2.3.3:
a(-,-) bildet ein Skalarprodukt auf V.
Beweis:
Bilinearformeigenschaften offensichtlich erfillt. Es gibt a(u,u) >0 Yu € V und
alu,u) >0 YueV, u#0
O]

= |lull, := y/a(u,u) ist also eine Norm auf V'

Wie gut kann die Approximation, die durch das Galerkin-Verfahren berechnet wird,
bestenfalls sein?
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Satz 2.3.4 (Bestapproximation des Galerkin-Verfahrens):
Seien u € V bzw. up, € V", so dass a(u,v) = F(v) Yv €V bzw.

a(up,vp) = F(vy) Vo, € VP und sei ||u||, := \/a(u,u). Dann gilt:

_ — _
e = unlla = inf Jlu = vnla

Das Galerkin-Verfahren liefert also im V" die Bestapprozimation uy an u in V.

Beweis:
Sei VP C V
a(u, vy) = f(vy) Vo, eV
— a(up,vp) = f(vp) Vo, € Vh
a(u — up,vp) =0 Yoy, € VP

Das bedeutet: Der Fehler v — u;, L, V".
Hieraus folgt fiir beliebige v, € V"

llu — Uh”i = a(u — up, u — up)

= a(u — up,u — up + vp)

IN

[ = unllallu = un + vnlla
Fir u # uy, erhalten wir:
lu —uplle < v —up +oplla Yo, € V"
———
:whEVh

Also haben wir gezeigt:

lu = unlla = lu = whlla

inf
whEVh

Ziel: Vorgegeben: Genauigkeit € > 0
Konstruiere ein wy, € V", so dass

lu = whlla < e-[[fllo

S 3.4
TS u = unlla < €llf o

2.3.3. Finite Elemente

In diesem Abschnitt definieren wir den Raum V" und geben eine Basis (0i)iz1,..n an.

Definition 2.3.2 (Konstruktion von V"):
Sei 0 =zg < a1 < -+ <xp_1 <z, =1 eine Unterteilung von [0, 1]. Dann definieren
WL

Vh= {v € C([0,1]): v|z;,_y .2 linear, i=1,...,n, v(0)= O}
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Es gilt: V C V. H'((0,1)).
Hutfunktion-Beispiel:

Y

YAVANE

Basis fiir V"

Fiir jedes i = 1,...,n definieren wir ein ¢; € V" durch

QOi(QZj):(SZ’J' ijl,,n

1, fallsi=j
mit &; ; = ¢ =y (Kronecker-Delta).
’ 0, sonst

Die so konstruierte Menge ist eine Basis von V",

1. Lineare Unabhéngigkeit:
Y1 cipi(w) =0=¢;=0
5
ij

2. V= {p1,...,0n)
Dazu definieren wir die Interpolation

I":c([0,1]) — V"

I"y(z) =

i

lv(xﬁv%(x)

Es geniigt dann zu zeigen, dass fiir v, € V" gilt:

Vp = [h’l}h

Es gilt: (vn — I"03) |;_, 2y linear und wy,(z;) = wy(z;-1) = 0.
— —
=:wp,
= vy, — "y, verschwindet auf [z, 1, x;]. Da [x;_1, 2;] beliebig gewihlt war, gilt:

vy, = 1"y, auf [0, 1]

]

Arbeitsdefinition: Die Basisfunktion ¢;, ¢ = 1,...,n nennt man auch (stiickweise
lineare) Finite-Elemente-Funktionen.

V" stiickweise lineare Funktion.
Fiir solche Funktionen ist die klassische Ableitung nicht erklart. Das fithrt uns auf den
Begriff der schwachen Ableitung.
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Definition 2.3.3 (schwache Ableitung):
Sei u € L5((a,b)), dann heilt v schwache Ableitung von u, falls gilt:

1. v e Ly((a,b))
2. [Povdr = — [Ppudzr Vo € C((a,b)), wobei ' = Dy = klassische Ableitung.

Fiir den Fall, dass u klassisch differenzierbar ist, gilt mit partieller Integration

b b
/ ou' dz = —/ Pudz
p(a) = ¢(b) =0, da p € C§°((a,b)).
Falls notwendig, bezeichnen wir die schwache Ableitung v mit D,u (w = weak
derivative).

Beispiel 2.3.2 (schwache Ableitung):

nicht differenzierbar

Existiert eine schwache Ableitung von u?
Wenn ja, wie sieht sie aus?
Sei ¢ € C§°((0,2)): Finde v € L£4((0,2)), so dass

2 2
/ gp’ud:c:—/ v dx
0 0

2 1 2
/ Pudr = / go’xdx—f—/ o - 1dx
0 0 1

artielle 1
e [ lde e p(@)fh + (@)
ntegration 0

=~ [ @) dot o+ p(2) o]

= —/Olgo(x)dx

2
= —/ pvdx
0

1. O <1
DTS e £((0,2))

0, I<x<?2

mit v(x) = {

Es gibt also nicht differenzierbare Funktionen, die schwache Ableitungen besitzen. Es gilt
folgender Zusammenhang mit dem Sobolevraum

O
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[ullZ oy = Nlll¥ == [ulf + [Jull3
ul? == [ (Dyu)®dz,  |ull§ = [} w*dz
Es gilt:

H'((a,b)) = {u € Ly((a,b)), Dyu existiert}
(MEYERS und SERRIN, 1964)
Fiir Funktionen, die im klassischen Sinne differenzierbar sind, gilt:
v = Dyu

Damit folgt auch fiir « € V und wu;, € V"

1

lu—wupl? = /0 (Dw U — U ) dz
L 2
= / u—uh)> dz
=17 Ti—1
wel? n 2
ec2((0.1)) Z u—uh de

i=1"%i—1

= ...(Beweis zu Satz 2.3.5)

2.3.4. Fehlerabschiatzung
Satz 2.3.5:
Sei uw € C*((0,1)) und h := max (x; — xi—1). Dann gilt:

’L— ..... n%,_/
=:h;

lu — Iulle < - hllu"|| 2,

Dabei ist 0 < ¢ = konstant unabhdingig von h und ||u"||72¢ 1) = Ji@")?dz VYu€eV.

Beweis: )
Es gilt: [|u — Mu|? = 0, /& ((u - Ihu)’) dz

Ti—1

1
"o = [ () da

Es gentigt zu zeigen:

/:il ((U — Ihu)/)Z de <c-(z; — $i71)2 /:l (u//)Q dx (2.14)

Da I"u auf [x; 1, x;] linear ist, gilt:

(u— I"u)" = u" auf [2;,_y, 2

Also gilt: [ ((u _ [hu)”)2 dz = [ (u")?dx.

Ti—1
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Mit w := u — I"u geniigt es zu zeigen:
x5

/:"1<w/)2 dz <c-(z; — xi—1>2/ (w")?dz (2.15)

Ti—1

T — Ti_
Substitution: y := S
Ti — Ti—1

dy 1

dx T; — Ti—1

Dann ergibt sich aus (2.15):

[ (@) ay<e [ (") ay (2.16)

mit @(y) = w(z;—1 + (x; — x21)y).

Wir haben somit die gesuchte Abschatzung (2.14) auf eine Ungleichung reduziert, die
unabhédngig von der Schrittweite h; ist (Skalierungsargument!).

Aus dem Satz von Rolle folgt die Existenz eines £ € (0, 1), so dass @'(§) =0

= #(w) = [ @ () do

()| =| [ @ (x) r

2

1
y
/ 12dx
L,_/

c.s.u.t 3

/g_y (ﬁ/'(m)f dz

= (2.16) mit c=1

Satz 2.3.6:
Sei u € C*((0,1)), f € C((0,1)) und up, € V" die mit dem Galerkin-Verfahren
berechnete Losung. Dann gilt fiir den Fehler

[ = unll < ¢ hllflle2(0.0))

wobei ¢ > 0 unabhdngig von h > 0.

! Cauchy-Schwarz-Ungleichung
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Beweis:
Da —U” = f haben wir Hu”Hﬁz((O’l)) = Hf|’£2((071))
Aus den Satzen (2.3.4) und (2.3.5) und der V-Elliptizitét folgt:
.
= —vln‘{;h lu — w4

1
EHU—uhHa /@ une

1
< ﬁ”u — I"ul|,

d
< —=hllu"] 22(0.1))

d
=/ R 1l 22((0,1))

~—~—

I = unlly <

B

=:c

=cC- h||f”.c2((o,1))
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3.1. Grundlagen

Definition 3.1.1 (Eigenwert):
Sei A € K", dann heifit A € C Eigenwert von A < dx € C", x # 0, so dass

Az = \z

Satz 3.1.1:
A ist Eigenwert von A < det(A — A) = 0. Das Polynom p(\) := det(AI — A) heifst
charakteristisches Polynom.

Definition 3.1.2 (algebraische und geometrische Vielfachheit):

1. algebraische Vielfachheit:
o(A) ist die Vielfachheit der Nullstellen A des charakteristischen Polynoms ¢(\)

2. geometrische Vielfachheit:
p(X) ist die Anzahl der linear unabhédngigen Eigenvektoren zum Eigenwert \

Darstellung des charakteristischen Polynoms:
A1, .-+, Ay seien paarweise verschiedene Eigenwerte von A, o, = o(X\g), k=1,...,m
= o(A\) =TI (A= )%, S0, o, = n. Es gilt:

> e < nomit pp = pr(N)
k=1

Definition 3.1.3 (dhnliche Matrizen):
Zwei Matrizen heiflen dhnlich < 3X € K™ ", invertierbar so dass A = XBX !

Satz 3.1.2:
Seien A, B € K™*™ dhnlich. Dann haben sie dieselben Eigenwerte und ihre algebraischen
und geometrischen Vielfachheiten stimmen tiberein.

Beweis:
A=XBX!

= det(\] — A) = det(A\ — XBX )
xormx
= det(X) det(A] — B) det(X 1)
= det(\ — B)

= va(N\) = ¢p(A\) und Eigenwerte und deren algebraische Vielfachheit stimmen tiberein.
Sei A\ Eigenwert von A mit geometrischer Vielfachheit p = Es gibt p linear unabhéngige
Eigenvektoren zy,...,x,, d.h.

Axp =Xz, k=1,...,p
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Fir k=1,...,p gilt mit yp = X tay,

By, = (X TAX)X 'ay,
= X 1Az,
= X ' \xp
= AUk

Daraus folgt: y1,...,y, sind p Eigenvektoren von B zum Eigenwert A.
Lineare Unabhangigkeit von x, = y, linear unabhéngig.
= geometrische Vielfachheit von A als FEigenwert von A ist nicht grofler als die von B
(Symmetrieargument, vertauschen der Rollen von A und B ergibt die Behauptung).
0

Satz 3.1.3:
Die algebraische Vielfachheit eines FEigenwertes ist mindestens so grof$ wie seine
geometrische Vielfachheit.

Satz 3.1.4 (Jordansche Normalform):
Sei A € C™™. 3 requldre Matrix T € C"*", so dass

M) 0 - 0

J=T'AT = O : mitc()\i):

= O

o
O .
3/

Bemerkung 3.1.1:
Die Jordansche Normalform ist fiir numerische Berechnungen nicht geeignet, da sie
numerisch instabil ist.

Satz 3.1.5:
Sei A € K™™ mit Eigenwerten X\;, i = 1,...,n. Dann gilt fir die Determinante det(A)
und die Spur tr(A) folgender Zusammenhang mit den Eigenwerten:

n n

det(A) =[x, tr(A) =D\

i=1 =1

Beweis:
Sei pa(x) =TI, (z — \;) das charakteristische Polynom von A.

det(A)

(—1)" det(—A)
(=1)"¢a(0)

0TI

i=1

ﬁl()\i)

Beweis fiir die Spur analog.
O
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Definition 3.1.4 (Schursche Normalform):
Sei A € K™*" dann heifit A = QT Q* Schursche Normalform, wenn () unitire Matrix
ist und T" obere Dreiecksgestalt hat.

Bemerkung 3.1.2:
Da Q* = Q! sind A und T #ahnliche Matrizen und haben daher dieselben Eigenwerte.
Diese kann man direkt von der Diagonalen von T" ablesen.

Satz 3.1.6:
Jede quadratische Matriz A € K™*™ besitzt eine Schursche Normalform.

Beweis (per vollstiandiger Induktion):

n=1v

n—1—n:

Sei x € K" ein beliebiger Eigenvektor zum Eigenwert A\ von A, zuséatzlich sei x*z = 1.
Dieser Vektor bilde die erste Spalte einer unitédren Matrix U = (:1: U ) mit U € K1),
Dann gilt:

ES

UMUz(%)A@ 0)

:B~
= | ZAv AU
U* Az U"AU
N
=z =C
A B
=10 C
~~

cK(n—1)x(n—1)

Hierbei haben wir ausgenutzt, dass Az = Az und z orthogonal zu den Spalten von U, da
U unitar.
Nach Induktionsvoraussetzung existiert fiir C' eine Schursche Normalform

VIiv®
——
=C
. o 1 0
Sei nun @ :=U (O v)
() unitar:
A 1 0\ /1 O .
@Q - v (O v) <0 v*) v
VV*=I, 1 1 0 N
ooy 0 )
= UU”
= 1,
Weiterhin gilt:
QRTAQ = (3 %U) = Dreiecksmatrix

= A=QTQ"
O
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Definition 3.1.5 (unitidr diagonalisierbar):
Sei A € K" dann heiBt A unitadr diagonalisierbar, falls es eine unitire Matrix )
und eine Diagonalmatrix D gibt, so dass A = QDQ* gilt.

Die Klasse der unitir diagonalisierbaren Matrizen ist die der normalen Matrizen.

Satz 3.1.7:
Sei A € K"". FEine unitire Matriz Q) und eine Diagonalmatriz D mit A = QDQ*
existieren genau dann, wenn A normal ist, d. h. AA* = A*A.

Beweis (per vollstandiger Induktion):

,=": Eine Diagonalmatrix ist trivialerweise normal.
Voraussetzung: A = QDQ*

= A" = (QDQY(QD'Q")
=I
— QDD*Q’
~ (QD*Q")(QDQ")
=A*A

,<=": Voraussetzung: A ist normal.
Sei A = QTQ* die Schursche Normalform von A. Da A als normal vorausgesetzt
wurde, folgt mit den selben Argumenten wie in der Hinrichtung, dass auch 7" normal
ist.

Mit vollstandiger Induktion iiber n zeigen wir, dass dann 7' Diagonalgestalt hat.
n=1v

n—1—n:
T = (c) %, ., ceK, veKr! §eKrmDx(-1D ghere Dreiecksmatrix.

Da T normal ist, folgt:

lcP+v*v (Sv)*\ s e [l (cv)
< Sv SS* =TT" =TT = cv vt + S5*S

Aus [c]* +v*v = [¢]? folgt: ||v]|Z, = v'v =0
=v=0

=T = <8 g) S ist obere (n — 1) x (n — 1)-Dreiecksmatrix und SS* = S*S

2T st Diagonalmatrix.
O

Satz 3.1.8:
Jede hermitesche Matrix ist unitar diagonalisierbar und ihre Eigenwerte sind alle reell.

Beweis:

A hermitesch & A = A* = A normal

SULELT A unitér diagonalisierbar.

Sei D die zugehorige Diagonalmatrix, dann finden sich alle Eigenwerte von A auf der
Diagonalen von D und es gilt D = D*. Dies geht nur fiir reelle Diagonaleintrége.

]
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Korollar 3.1.8.a: =

Sei A € K™*™ eine hermitesche Matriz mit Figenwerten \;, die in absteigender Weise
angeordnet sind:

AM>X> .2\

Dann gilt:

z* Az

A1 = max
0£zeC” x*x
. ztAz

A, = 1Iin
0£zeC” x*x

Beweis:

A hermitesch = A unitéir diagonalisierbar. 3@ unitér, so dass D = Q*AQ, wobei
D = Diagonalmatrix. Sei 0 # x € C" beliebig.

—
v Ar 27 Q(QTAQ) Q'
T r*QQ*x
(Q*z)"D(Q"x)
(Q"2)"(Q*x)

————
Y

_ YDy
yry
i1 )‘iyiQ
> Y
<X\
x*Ax

<A VzeC', xz#0

r*x

= Behauptung (Minimaleigenschaft analog)
[

Es seien D € K™*" Diagonalmatrix, 7" € K™*™ obere Dreiecksmatrix, X € K"*" eine
invertierbare Matrix und () eine unitiar Matrix.
Fur A quadratisch gilt:

1. A ist diagonalisierbar < geometrische und algebraische Vielfachheit stimmen iiberein

2. A ist unitar diagonalisierbar, d.h. 3@ unitar so dass A = QDQ* < A ist normal,
d.h. AA* = A*A

3. A besitzt immer eine Schursche Normalform, d. h. 3@ unitir: A = QT Q*

3.2. Numerische Verfahren zur Eigenwertberechnung

3.2.1. Potenzmethode (Vektoriteration, engl. power method)

Ausgehend von einem Vektor #(®) bildet man eine Reihe von Iterierten nach der Iterations-
vorschrift:

D =A™k =0,1,2,...
Offensichtlich: z*+) = Az®) = A2;k-1 = = Akz0) s Potenzmethode
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Algorithmus 3.2.1 Potenzmethode

Initialisieren: k = 0, Startvektor z(® mit ||z(@] =1
Iterieren: k > 1

Z(k) = Am(k_l)

(k) . 2®
L= R

AE) = (2R Az ®)

—_———
Rayleigh-Quotienten

Voraussetzungen an die Matrix:
1. A ist diagonalisierbar

2. Sei X eine quadratische Matrix X = (x;);—1,., deren Spalten x; die Eigenvektoren
von A sind

3. Die Eigenwerte \; von A seien wie folgt angeordnet:
A1 > o] =0 > (A

und der betragsméBig grofite Eigenwert habe die algebraische Vielfachheit o(A\) =1
Wir zeigen, dass 2*) — z; (Eigenvektor zum Eigenwert \;) konvergiert fiir & — oo.
K B AI(kfl)
[ Az =]

induktiv A"z(0)
- AR

2
k>1

A diagonalisierbar = (z;);—1,.. , Eigenvektoren bilden Basis. Entwickle Startvektor 2 in

dieser Basis: .
l'(o) = Z ;5
i=1

n
Az =Nz
TS Ak (0) — ZaiAkxi

i=1,...,n

n
i=1

=\
—y(k)
(k) _ a M (21 +yW) — 1+ y®
Halkﬁﬁtl%*y“Oﬂl [l +y®|
mit py, = sign(ag A¥), —2,...,n=y®m %

Also richtet sich die Iterierte z*) mit Wachsendem k in Rlchtung des Eigenvektors x; aus.
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Satz 3.2.1:
Sei A diagonalisierbare n xn-Matriz und die Eigenwerte erfillen die Ordnungsbedingung

Ml > [Ao] > .. > A

Weiterhin sei ai; # 0, dann existiert eine Konstante ¢ > 0, so dass

k) _ Aol
qu le <cl|l— )\1 , k>1
wobei ¢*) = _z(k)ﬂfifm)” T1+ Yo ok (%)k Z;

Beweis:
A diagonalisierbar, d. h. 3X invertierbar A = X DX !

Ohne Einschrankung: Spalten z; von X seien normiert.

k
sl =+ 2 (5) i

i—2 Q1 9
_ s (A)
=\ 9
n k
< Z [P
2 j—
< || g ol
M| S el
T
O
Aus Satz 3.2.1 folgt mit |Ao| < [A\]:
(k) _
Jim o =,
Es gilt weiterhin:
| Akz ()2
Hq(k)H wnx(k)ng

an A ?
Fir die Folge der Rayleigh-Quotienten gilt:

(qu0>*/1(q@») (Iu»)*/yrw>

; = o ="
(g ¢t (2®)" 2®

und somit auch die Konvergenz gegen \;. Die Konvergenzgeschwindigkeit hangt von der

Grofle des Quotienten R—f ab und das Verfahren konvergiert also um so langsamer, je

an Eins liegt.

72
néher 3
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3.2.2. Inverse Iteration

Der Nachteil der Potenzmethode ist, dass immer nur der betragsméafig groite Eigenwert
und der zugehorige Eigenvektor berechnet wird. In diesem Abschnitt betrachten wir ein
Verfahren, welches zu einer gegebenen Zahl ;1 € C den Eigenvektor berechnet, der zu dem
Eigenwert gehort, der am dichtesten an p liegt.

Annahme: p sei selbst kein Eigenwert von A.

Zur Konstruktion eines solchen Verfahrens wenden wir die Potenzmethode auf
1. 1
M, " = (A —pl)

an. Die Zahl 11 heifit Shift-Parameter. Offensichtlich sind die Eigenwerte von M ! gegeben
durch & := (\; — )™, i=1,...,n. Angenommen, es gibt ein m € N, so dass

Am —p| <|Ni—p| Vi=1,....n, i#m (3.1)

Dann liegt A, am dichtesten an p

Algorithmus 3.2.2 Inverse Iteration

Initialisieren: k = 0, Startvektor x(® mit [|z(¥] = 1
Iterieren: £ > 1

(A — pl)z®) = g=D

(k) .— 2(%)
L=

o) = (2)* Ag®

N —
Rayleigh-Quotienten

Bemerkung 3.2.1:
Die Eigenvektoren von M, oder M, ! sind dieselben wie die von A:
Sei x € K" Eigenvektor von A, dann

My =(A—pl)x=Az — pz = (A — p)z
Sei umgekehrt x € K" Eigenvektor von M,:

Az = (M, + pl)x

= M,x + pzx
= A=z +pz
= \x

Daher kann in der Inversen Iteration der Rayleigh-Quotient mit A statt mit M !
gebildet werden. Zu der inversen Iteration muss in jedem Schritt ein lineares Gleichungs-
system gelost werden. Geschieht dies mit der Gauflelimination, so berechnet man einmal
die LR-Zerlegung und fiithrt dann jeweils die Vorwérts-/Riickwartssubstitution durch.
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Wiederholung:
P00 2 A — g0 i Vg
(0 =" o2, x; Eigenvektor von A normiert

Die Vektoriteration oder Potenzmethode hat die Konvergenzgeschwindigkeit O ( i—f )
Zusammenhang zwischen Eigenwerten von A und A~
Der betragsméfig kleinste Eigenwert wére berechenbar durch Anwendung der Potenz-

methode auf A~!.

Shift-Strategie:

pt € K und betrachte (A — pul) = M,,. Wende inverse Iteration auf M an. Eigenwerte &;
von M, " sind gegeben durch (\; — p)~".

meN |)‘m_lu’|<|)‘i_lu’| Vi=1,...,n, Z#m:|§m|>|fz|
Genau wie bei der Potenzmethode zeigt man, dass

lim q(k) =2, und lim ¢® =)\,
k—o0 k—o0

mit o) = () Az®)

—_———
Rayleigh-Quotient

Die Konvergenz ist umso schneller, je dichter p an A, liegt. In jedem Iterationsschritt

muss ein lineares Gleichungssystem der Form (A — ul)z = = gelost werden.

A ist diagonalisierbar, d.h. es existiert eine Basis xz;,...,z, aus Eigenvektoren zu den
Eigenwerten Ay,..., \,. Es gilt z7x; = 1 und 20 = Yo oy
Dann gilt fiir die k-te Iterierte z(*):

1
(A — pd)==Dg0)
1 n o
(A — pul)=E=DzO)]] ; (N — )&

-:L‘Z.

mit A, ~ p.

= Der Anteil des Eigenvektors x,, iiberwiegt in dieser Summe.

Ty liegt im Bild von A — il und damit ist das System auch losbar. Als Abbruchkriterium
fiir die Inverse Iteration kann man

Ir® o < - epslAllos

benutzen, wobei ) := (A — uI)z® (Residuum).

3.2.3. QR-Verfahren

Idee: Es handelt sich um ein Verfahren, iterativ fiir eine Matrix die Schursche Normalform
zu berechnen.

In diesem Abschnitt beschrianken wir uns auf reelle Matrizen A € R"*". Will man auch
nur reell rechnen, so kann man A allerdings nicht mehr durch Orthogonaltransformationen
auf obere Dreiecksmatrix bringen, sondern nur noch auf obere Block-Dreiecksgestalt.
Zur Erinnerung: Satz 3.1.6 (Schursche Normalform).
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Satz 3.2.2:
Sei A € R™™, dann ezistiert eine orthogonale Matriz @ € R™™, so dass QTAQ
folgende, obere Dreiecksgestalt hat:

Rii -+ -+ Rim
orag—=| 0 '
0 -+ 0 Rum

wobet jedes R;; entweder ein Skalar oder eine 2 x 2-Matriz ist.
Die 1 x 1-Blécke enthalten die reellen Eigenwerte und die 2 X 2-Blocke die Paare
komplex-konjugierter Eigenwerte.

Beweis:

Wir werden im Beweis zwischen reellen und rein komplexen Eigenwerten unterscheiden und
in jedem Fall zeigen, dass man die Argumente des Beweises fiir die Schursche Normalform
(Satz 3.1.6) analog verwenden kann.

1. XA € R ist Eigenwert, dann kann man direkt wie in Satz 3.1.6 vorgehen

2. A € C\ R Eigenwert und z € C™, z # 0 zugehoriger Eigenvektor.
= 7 ist Eigenvektor zum Eigenwert A, z und Z sind linear unabhéngig
2=+

az+pz=0< a(z+w)+ Bz —w) =0
S (a+p)r+ (a—puy=0
Sa+p=0 A a—-p=0
Sa=0=0

A=a+1f8

Also sind Real- und Imaginérteil von z linear unabhéngig. Es sei s =2ty

Einerseits gilt: Az =Xz = (a+18)(z +w) = (ax — By) + (ouy + fux)
Andererseits gilt: Az = Ax + 1Ay

Vergleich ergibt:

Az = (o — PBy)
Ay = (ay + fz)

= Al )= ) (4 )

2 und y linear unabhéngig = (:c y) hat Rang 2

S tzgﬁ . es existiert eine reduzierte QR-Zerlegung, d. h. es gibt eine Matrix Z € Rnx2
atz 9.0.

mit orthonormalen Spaltenvektoren und eine obere Dreiecksmatrix U € R?*2, so
dass (x y) = TZ"’ U
=Q
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= AZ=A(z y)U!
:(as y) (_aﬂ g) Ut

:ZU(% @U”

=:A

=ZA
Statt des komplexen Falls Az = Az haben wir nun den Block-Fall
AZ =ZA

Da die Spalten von Z orthogonal sind, lasst sich der Beweis von Satz 3.1.6 analog
wiederholen. Dazu definieren wir eine Matrix U € R™*("=2) mit orthonormalen

Spaltenvektoren, so dass .
U=(z U)

eine orthogonale Matrix ist. Dann gilt:

lF%U:UMU:<T>A@ @

UT
A 2740
=10 UTAU
=:C

Die Matrix A € R?*? enthilt die Eigenwerte A und \. Die kleinere Matrix
C € R®=2x("=2) kann nun induktiv behandelt werden, wie zuvor.

e

Ziel: Transformiere die Matrix A sukzessive (also iterativ) mit Hilfe von Orthogonalma-
trizen Q™) auf die reelle Schursche Normalform (vgl. Satz 3.2.2).

Gegeben: A0 := A
AR = (QUNT A=) Q)
Bedeutet: Die Iterierten A®) sollen ausgehend von A©®) = A diese Eigenschaft
haben.

Berechne die QR-Zerlegung von A%®~Y (vgl. Kapitel 5):
AB=D Z Q) p®)
Definiere: A®) = R®Q®)

=  A® = R(k)Q(k)
— (Q(k))T Q(k)R(k) Q(k)

———
=A(k—1)

— (Q(k))TA(k—l)Q(k)

Diese Vorgehensweise erzeugt eine Folge von Matrizen A®), die alle dieselben Eigenwerte
haben. Aus der QR-Zerlegung folgt, dass der Aufwand in jedem Iterationsschritt O (n?)
ist. Dieser Aufwand lasst sich reduzieren, wenn wir zuvor A auf Hessenberggestalt bringen.
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Definition 3.2.1 (Hessenbergform):

Eine Matrix R™*™ hat Hessenbergform oder -gestalt, wenn alle Elemente unterhalb
der ersten unteren Nebendiagonalen 0 sind. Eine Hessenbergmatrix ist also fast eine
obere Dreiecksmatrix bis auf die erste Nebendiagonale.

* PR PR PR *
k
0
0 0 * ok

Ist A auf Hessenbergform transformiert, so wird diese durch die oben angegebene Iterati-
onsvorschrift nicht zerstort:

Sei Hj in Hessenbergform und sei Hy = Q)1 R; die QR-Zerlegung mit ); Orthogonalmatrix
und R; obere Dreiecksmatrix.

* % ok ok * * ok ok ok ok b * * *

* ok k% % * ok k% ok 0 * % *

0 = * x x| =]a * * x x% 0 0 % % =

0 0 * = = * % ok x % 0 0 0 % =x

0 0 0 % = * % ok k% 0 00 0 =
Hy Q1 Ry

b#£0
=a-b=0=a=0
Analog zeigt man induktiv, dass ()1 auch Hessenbergform hat.
H, = RiQ R obere H; hat obere Hessenbergform. Die QR-Iteration erhélt somit die

Dreiecksmatrix
Hessenbergform. Aufwand reduziert sich auf O (n?).

Reduktion auf Hessenbergform
Mit Householdermatrizen (vgl. Abschnitt 5.6.2)

WICHTIG: Reduktion muss mit Hilfe von Ahnlichkeitstransformation vorgenommen
werden, damit die Eigenwerte nicht verandert werden.

Sei P die Orthogonalmatrix (Householdermatrix), die von links an A multipliziert wird,
die Eintrage der i-ten Spalten unterhalb des ersten unteren Nebendiagonalelements auf 0
transformiert. Dann gilt:

* % % % % ¥ %k ok ok * % % % % * % % % %
¥ k% ok x  * * ok k k ok * % % ok % * % ok x %
¥ % ok ox x| = |0 % x x x| > 10 x x x x| —=>]0 x *x *x %
* % % k% 0 * *x % =% 0 0 * *= = 0 0 * =x =
* ok ok x ok 0 * % *x x 0 0 * %= = 0 0 0 % =

A Pl APy PIPTAP P, P/ PJPI AP P, Ps

Zur Erinnerung: Abschnitt 5.6.2
veR” v#0 Gegeben: P =1 — %UUT
Es ergibt sich folgender Algorithmus:
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Algorithmus 3.2.3 Reduktion auf Hessenbergform mit Householdermatrizen

1: for k< 1ton—2do
2 T 4 Aptimp > k-te Spalte unterhalb der unteren Nebendiagonalen
3 vy, < sign(xy)||z)|2e1 + >ax=(1y,...,2,)"
4: Vg = b
: k l[vkll2 N
5 Ak+1:n,k:n — Ak+1:n,k:n - 2vk’(vk Ak+1:n,k:n)
6 Al:n,kJrl:n A Al:n,k+1:n - 2(A1:n,k+1:nvk)vl;r
7: end for

AR = (QUNT AR=D k)
AF=D = QW RK)
AW = RE) Q)

Ziel des QR-Algorithmus ist es, die untere Nebendiagonale der Hessenbergmatrix auf
(nahezu) 0 zu transformieren. Zunachst kann man das Problem in kleinere Teilprobleme
zerlegen, sofern man schon Nebendiagonaleintrége hat, die (nahezu) 0 sind.
Testkriterium:

|hiy1il < eps([hig| + |hit1,ie1])

*

*

. . S . H, H
Ist ein solches Element vorhanden, so reduziert sich die Hessenbergmatrix: H — ( 5 1 HL2
2,2

wobei H;; mit i = 1,2 Hessenbergform haben.

Satz 3.2.3 (Konvergenz des QR-Verfahrens):
[siehe 10, Kapitel 5.5]
Sei A € R™"™ in Hessenbergform mit Figenwerten \;, © = 1,...,n die wie folgt
angeordnet sind:
|A1] > |Aa] > -+ > |\

(Diese Bedingung bedeutet, dass keine konjugiert kompleze Eigenwerte auftauchen).
Dann gilt fir A®) .= RBHQ®)

)V
lim A® = 0
k—oc0 : o5 ”
0 0 A\

Fiir die Konvergenzrate gilt:

Ait1

h(k)
Ai

i+1,0

k
:O( ),i:L”wn—l

Unter der zusdtzlichen Annahme, dass A symmetrisch ist, konvergiert die Folge
(AR, gegen eine Diagonalmatriz.
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Beweis:
Siehe [12, Seite 62].

Shift-Strategie

Berechne statt der QR-Zerlegung von Hy (= A® in Hessenbergform), die einer Matrix

Dabei soll i eine moglichst gute Naherung eines Figenwertes A sein. In der Praxis kennt
man die Eigenwerte nicht, daher verwendet man als Schitzung die Elgenwerte der rechten
unteren k X k Abschnlttsmatrlx von H; in der Hoffnung, dass dann hn kn—k—1 ~ € klein
wird.

Als einfachsten Fall verwendet man zur Schétzung von p und 7 die beiden Eigenwerte von

(hn—l,n—l hn—l,n

3 b > = untere rechte 2 x 2-Block-Matrix von Hj, (3.2)
n,n—1 n,n

Grundschema der QR-Iteration mit Shift

Gegeben sei H in Hessenbergform
For k=1,2,3,...
+ Berechne die Eigenwerte i und o von (3.2)
» Bestimme die QR-Zerlegung von (H — pyI)(H — pol) = QR
e Ersetze H durch QTHQ

« Falls einige der h;;1; klein genug sind, setze sie auf 0 und mache mit kleineren
Blocken weiter

In der praktischen Implementierung ist es wichtig, dass man in reeller Arithmetik rechnen
kann:
Dazu sei puy = fiy, dann gilt:

(H = I)(H = fil) = H? = 2Re(un) H + | [1

Dieses Produkt muss man nicht explizit ausrechnen, wenn man die Strategie nach FRANCIS
benutzt.

Satz 3.2.4 (Implizites Q-Theorem):

Sei A,Q € R™ ", Q orthogonal, so dass H = QTAQ eine nicht reduzierte Hessenberg-
matriz ist, d. h. hiy1; #0, i=1,...,n—1. Dann ist H bis auf Multiplikation von
links und rechts mit einer Vorzeichenmatriz ¥ := diag(£1, ..., £1) eindeutig bestimmdt,
falls die erste Spalte von Q) fest vorgegeben wird.

Beweis (per vollstiandiger Induktion): )

Sei H = QTAQ wie im Satz und sei W € R™™ orthogonal, so dass WTAW = H eine
weitere nicht reduzierte Hessenbergmatrix ist. Zum Beweis der Eindeutigkeit gentiigt zu
zeigen

Qer = Wey = W = QY
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Induktion tiber die ersten k& Spalten von () und W:

k=1.Vv

k—k+1:

Sei We; = 0,Qe;, i =1,... k erfilllt mit o € {1}

= hy = w] Aw; = 0,0,q] Aq; = oi0;hi; Vi, j=1,... .k

Diese Aussage ist dquivalent zu:

Die fithrende k x k Abschnittsmatrix von H stimmt auf Vorzeichenskalierung mit H
{iberein. H und H nicht reduziert = his1x # 0 # ﬁkﬂ’k

Durch Vergleich der k-ten Spalten von AQ und AW, d.h. AQer = QHe, und AWey, =
W He,, erhalten wir fiir w11 und analog fiir g4

1

Pry1k

k
LV. 1
= = (CTkAC]k - Uiakhi,kaz’%)

k+1,k =1

Ot k
= Age = hixg;

Pry1k i=1

QTAQ=H Ok
= = Pkt ke @it
Pyt i
—_———

=C

k
WE41 (Awk - Z hi,kwi>

i=1

q
oy
1
-

= Wg4+1 und gx4+q stimmen bis auf ein skalares Vielfaches iiberein.
w11 und g1 sind Spalten einer orthogonalen Matrix.
Also: 1 = ||wgs1|| = |¢|llgr+1l = |¢|. Somit unterscheidet sich gx41 und wyq nur um einen
Faktor vom Betrag Eins.
O

Berechnung der ersten Spalten der Transformationsmatrix Q

1. Berechne den ersten Spaltenvektor von (H — py1)(H — pol).

O ¥ X X

v =(H—ml)(H — pzl) =

2. Berechne die Householdertransformation P, so dass Pz = ry je;. Dies ist der erste
Schritt der QR-Zerlegung: (H — puI)(H — psl) = QR
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3. Man ersetze H durch PTHP:

* ok ok ok ok ok
* ok ok ok kK
H— PTHP = +k % ok kK
+ +ox ok ok %
0 0 0 % % =
0 0 0 0 % =

4. Man bringe PTH P wie zuvor mit einer Householdertransformation G' auf Hessen-
bergform:
PTHP — GTPTHPG
Dabei nutzt man aus, dass PTH P schon fast Hessenbergform hat. Diese Aktion wird
manchmal Buckelschieben genannt.

Beispiel:
* % % x x %
%k kx kx %
PTHP_>O>I<>I<**>I<
0 4+ % % *x x
0+ +. % *
0 0 0 0 % =
* % % %k k% ¥ % %k ok k%
* % % %k k% * % %k ok kX
_>O>I<>1<>k>k>!<_>0>l<>l<>k>k>l<
0 0 % *x *x x 0 0 % % * =
0 0 + % % % 0 0 0 % % =x
0 0+ 4+ * x 0 0 0 4+ =*= =
* *
*
10
0O -~ 0 *x =x

Die erste Zeile und Spalte der gegebenen Matrix PTH P bleibt unberiihrt. Also ist die
erste Spalte von PG dieselbe wie die von P. Wegen Satz 3.2.4 (Implizites Q-Theorem)
muss () = PG dann bereits die richtige Transformation gewesen sein.

QR-Algorithmus in zwei Schritten

1. Algorithmus 3.2.4 (QR-Schritt nach FRANCIS)
2. Algorithmus 3.2.5 (QR~Algorithmus)
Material richtet sich nach [11]
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Algorithmus 3.2.4 QR-Schritt nach FRANCIS [vgl. 11, Seite 206]

10:

11:
12:
13:
14:
15:
16:

17:
18:
19:

Berechnet fiir eine nicht-reduzierte-Hessenbergmatrix H € R"*" die Transformierte
QTHQ mit hoffentlich kleinem h; 1 ;

cm<+—n—1

Berechne fur die Eigenwerte p1 und ps von (hgl’”l hgln> die Werte s =
n,n—1 n,n

p1 + po und d = pg * fio

s < H(m,m)+ H(n,n) > Spur

d <« H(m,m)* H(n,n) — H(m,n) x H(n,m) > Determinante

Berechne die erste Spalte von (H — uy1)(H — uol)
r+— H(,1)«H(1,1)+ H(1,2)« H(2,1) —sx H(1,1) +d
y« H(2,1)« (H(1,1)+ H(2,2) — s)
24+ H(2,1) % H(3,2)
for k < 0ton—3do
Wende Householdertransformationen auf H an. Leitet Buckel bzw. schiebt Buckel
weiter nach rechts unten.
H(k+1 : k43, k41 : n) < householdermultlinks(H (k+1: k+3,k+1:n),v, 3)
r < min{k +4,n}
H(r+1,k+1:k+3) < householdermultrechts(H(r + 1,k +1: k+3),v,5)

Berechne die erste Spalte der Restmatrix
r+— HEk+2k+1)
y+ Hk+3,k+1)
if £ #n — 3 then
24— H(k+4,k+1)
end if
end for

Berechne die letzte Householdertransformation

[v, B] « householder([z,y]")

H(n—1:n,n—2:n) < householdermultlinks(H(n —1:n,n —2:n),v, )
H(1:n,n—1:n) < householdermultrechts(H(1 :n,n—1:n),v,[)

Die Routine B = householdermultlinks(B, v, ) berechnet fiir eine Matrix B und
Householdervektoren v, 3 die Form B = (I + Bvv")B
Analog fiir householdermultrechts : B = B(I + BvvT)
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Algorithmus 3.2.5 QR-Algorithmus [vgl. 11, Seite 207]

Berechnet fiir A € R™*" die reelle Schurform QTAQ = R. Dabei wird A mit der
reellen Schurform von A tiberschrieben.

1: Verwende Algorithmus 3.2.3 zur Reduktion auf Hessenbergform

2: Initialisiere Q) = I

3: repeat
4: - Setze alle h;yq; = 0 fur die |hi14| < eps(|hii] + [hiv1it1]) gilt.
5: - Finde das groite ¢ > 0 und das kleinste p > 0, so dass
H Hi» His P
H = 0 HQ’Q Hg,g n—p—4q
0 0 Hsj g q

p n—-p—q q
wobei Hj 3 = Block-Dreiecksform und Hj 5 nicht-reduziert ist.

6: if ¢ <n then

7: - Mache einen QR-Schritt nach FRANCIS (Algorithmus 3.2.4) mit
H272 — ZTHQ’QZ
HLQ — HLQZ
H273 — ZTH273

8: end if

Falls @ explizit benotigt wird:

9: Q = Qdiag(l,, Z, 1,)
10: until g =n

3.3. Eigenwertabschatzungen

Zur Erinnerung: || - || sei submultiplikative Matrixnorm.
A e K™\ Eigenwert von A

SIS p4) <[] VAE o(A)
—— ——

Spektralradius Spektrum

Satz 3.3.1:
Alle Figenwerte einer Matrix A € K™ liegen im Kreis um den Nullpunkt mit Radius
|Al|. Diese Abschitzung ldsst sich noch verfeinern. Dazu fihren wir den Wertevorrat

oder -bereich G(A) ein:

z* Az

Tt

G(A) = {

cx # 0} = Menge aller Rayleigh-Quotienten

Wihle x als Eigenvektor zum Eigenwert A = o(A) C G(A).
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Satz 3.3.2:
n x n-Matriz A, H := (A + A*) (hermitescher Anteil von A), S := (A — A%)
(schief-hermitescher Anteil von A). Dann gilt fir jeden Eigenwert \ € o(A)

1. AminH) < Re(A) < Aol H)
2. )\mm(S) S Im()‘) S )\mam(S)

Beweis:
0(A) C G(A), sei A € G(A) beliebig.

*A
Re(\) < max Re (xﬂ;c)
1

(x*Ax + x*A*x)
= max —

r*r

x*Hx)
r*r

H hergitesch )\max ( H)

Analog: Im(\) < Apax(5).
Die unteren Abschétzungen funktionieren ebenfalls analog.
O

Satz 3.3.3 (1. Satz von Gerschgorin):
Sei A € K", r; =301 |a;;| und k; == {z € C: |z—a;| < r;}. Fir die Gerschgorin-

JF#i
konstante k; gilt dann, dass alle Eigenwerte von A in U, k; enthalten sind.

Beweis:
Betrachte die Zerlegung A = D + E mit D := diag(A), E:= A — D =: (e;;)i ;-

= diag(E£) =0
Sei nun A € 0(A) und z der zugehoérige Eigenvektor und By := A — A\ = (D — \I) + E.

Byx=0& (D—-AMN)x+Ex=0
sr=—(D-\)'Ex

1D =AM loo - 1 Blloo - Izt
I(D = A1) oo - [ Elloc

fur ein ko € {1,...,n}.

= |ak07ko - )‘| < Zrz‘zl |a/€j,j| = Tko
J#ko
= \E kko

0
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o(A) = o(AT) B o (A) C Up_ by mit &y = {Z €Cilz—ayl < ¥ \Gm‘!}
i#]
= Satz 3.3.4 (2. Satz von Gerschgorin).

Satz 3.3.4 (2. Satz von Gerschgorin):
A e K™ dann gilt:

o(A) c Jkn Uk
j=1 j=1

Satz 3.3.5 (3. Satz von Gerschgorin):
Fiir einm € {1,...,n} seien

D, = Ukl und Dy := U k;

=1 i=m+1

Falls Dy N Dy = 0, dann enthdlt Dy genau m Eigenwerte von A jeweils nach der
algebraischen Vielfachheit gezdahlt. Die ibrigen Eigenwerte sind in Dy enthalten.

Beweis:
Sei E wie im Beweis von Satz 3.3.3.

A.:=D+¢cFE
AO = DlAl == A
p(A, €) := det(A: — AI) charakteristisches Polynom von A,

= Eigenwerte \;(¢) von A. héngen stetig von € ab. Da die Koeffizienten von p(\,¢)
stetig abhéngig von ¢ sind, gilt das auch fir die Nullstellen. Die Werte A;(e) bilden fiir
0 < e <1 eine zusammenhéngende Kurve in C. Fiir € = 0 ist Ag = D und dementsprechend
Ai(0) = aj;

Die m Eigenwerte Ai(g), ..., A (€) mit denen D;(g) gebildet wird, bleiben in den entspre-
chenden Kreisen k;(¢), i = 1,...,m fiir wachsendes e. Sie konnen D; nicht verlassen. Da
D, (e) disjunkt von Ds(g) bleibt Ve < 1, gilt \;(1) € Dy furi=1,...,m.

O
Beispiel:
2 -1 0 0
-1 2 -1
A=1| 0 0
: -1 2 -1
0 0 -1 2
A=AT=0(A)CR (3.3)

Die Radien der Gerschgorinkreise sind Eins und Zwei, alle haben den Mittelpunkt Zwei.

SatZ:§.3.3 O'(A) C 82(2) (3:§) O'(A) C [07 4]

= A ist symmetrisch positiv semidefinit
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